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1 Begriff

Betrachten wir eine Gleichung, in der nur eine Unbekannte x, konstante Zahlen
}md die Grundrechenarten vorkommen:

Die Unbekannte und die iibrigen Zahlen sind typischerweise reell, gerne auch mal
komplex.

Indem man mit den Nennern multipliziert, lassen sich alle Divisionen beseitigen:
2

Vorsicht: Das ist nicht immer eine Aquivalenzumformung, denn es kénnen Losun-
gen x hinzukommen, wenn man mit null multipliziert hat. Beispiel:
3

Also immer den urspriinglichen Definitionsbereich beachten!

Es geniigt es also, eine Gleichung zu betrachten, die man mit Plus, Minus und
Mal hinschreiben kann: eine ,algebraische“ Gleichung [algebraic equation]. Der
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2 SATZ VON VIETA 2

hochste tatsidchlich vorkommende Exponent von x heifit Grad der Gleichung.
Typischerweise fasst man die verschiedenen Potenzen von x jeweils zusammen
und bringt alles auf eine Seite, so dass man eine Gleichung folgender Art erhilt:
4

Eine algebraische Gleichung n-ten Grads zu losen heif3t also nichts Anderes, als
die Nullstellen [roots] eines Polynoms n-ten Grads zu finden. Insbesondere gibt es
hochstens n verschiedene Losungen; wenn der Grad ungerade ist, muss es immer
mindestens eine Losung geben. (Fiir komplexe Zahlen werden es — spdter — genau
n Losungen werden, wenn man mehrfache Losungen mitzihlt.)

2 Satz von Vieta

Wenn man das Polynom auf der linken Seite einer algebraischen Gleichungen
durch den hiochsten Koeffizienten teilt, erhélt man die ,Normalform“ der Gleichung,
etwas wie:

Angenommen (angenommen!), das Polynom lésst sich komplett in Linearfaktoren
zerlegen, dann muss sich die linke Seite schreiben lassen als:
6

Wenn man das ausmultipliziert, sieht man fiir den zweithéchsten und den nied-
rigsten Koeffizienten:
7

Ein wenig kompliziertere Zusammenhénge finden sich fiir die iibrigen Koeffizien-
ten. Das geht natiirlich nicht nur mit Polynomen vom Grad 5. Dies ist der Satz
von Vieta. Er hilft hin und wieder, trickreich zu vereinfachen.

3 Quadratische Gleichungen

Die Normalform einer algebraischen Gleichung zweiten Grads (,quadratische
Gleichung®) ist:
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Wenn man diese Gleichung zu Ful} 16st, addiert und subtrahiert man eine qua-
dratische Erginzung, mit der man die Terme mit x? und x zu einem Quadrat
gusammenfassen kann:

Also ist die urspriingliche Gleichung dquivalent zu:

10

Es gibt damit drei Fille:
11

In der Praxis wendet man die pg-Formel als Rezept an, passt aber auf, was unter
der Wurzel passiert. Wenn ¢ negativ ist, hat man garantiert den dritten Fall (zwei
Losungen), aber das ist nicht die einzige Moglichkeit dafiir.

Diese drei Fille kann man sich auch am Verlauf des Funktionsgraphen x —
x? + px + g klar machen:

Y Y Y
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4 Kubische Gleichungen

Die Normalform einer algebraischen Gleichung dritten Grads (,kubische Glei-

chung®) ist:
13

Auch dafiir gibt es eine allgemeine Losungsformel, von der zum Beispiel Wolfram
Alpha eine Idee vermittelt, wenn man x”"3+ax”"2+bx+c=0 eintippt. Es ist
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offensichtlich keine gute Idee, diese Gleichung in einem Zug hinzuschreiben.
Vielmehr rechnet man schrittweise Hilfsvariablen aus. Das kann man bei Bedarf
nachschlagen (Link).

Geht es bei der kubischen Gleichung um reelle Koeffizienten und reelle Losungen
x, lassen sich drei Falle unterscheiden:

y Y y
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5 Gleichungen hoheren Grads

Fir Gleichungen vierten Grads gibt es eine haarstriubende Losungsformel |(Link).
Fiir Gleichungen fiinften und héheren Grads gibt es dagegen keine allgemeinen
Losungsformeln. Diese Gleichungen haben typischerweise Losungen, die sich nicht
mit Wurzeln und den Grundrechenarten aus den Koeffizienten berechnen lassen:
Satz von Abel-Ruffini (Link).

Einige Gleichungen mit Grad fiinf oder hoher sind sozusagen zufillig mit
Wurzelausdriicken losbar, zum Beispiel:

15

Das ist aber die Ausnahme. Die einfachste algebraische Gleichung, die nicht mehr
mit Wurzelausdriicken aus den Koeffizienten lésbar ist, ist:

16

6 Iterative Losung, Nullstellensuche, Newton-
Verfahren

Schon bei Gleichungen dritten Grades greift man statt zu einer fertigen Losungs-
formel gerne zur Nullstellensuche: schrittweise genauer werdenden (= iterativen)
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Losungsverfahren. Fiir Gleichungen mit Grad von fiinf oder hoher gibt es ja sowieso
keine allgemeinen schulméfligen Losungsformeln.

Beliebt, weil einfach und sehr schnell ist das Newton-Verfahren, auch Newton-
Raphson-Verfahren genannt. Es lasst sich nicht nur verwenden, um die Nullstellen
von Polynomen zu finden, sondern verarbeitet auch alle anderen stetig differen-
zierbaren Funktionen. Das Verfahren benotigt allerdings einen Startwert x¢ und
lauft nicht zwangsldufig zu einer Nullstelle, wenn man nicht aufpasst.

Die Grundidee des Newton-Verfahrens ist, an der Stelle xy die Tangentengera-
de an die Funktionskurve zu legen und zu sehen, wo diese Gerade die x-Achse
schneidet. An dieser Stelle x; wiederholt man das; das ergibt eine Stelle x2 und so
weiter. Wenn diese x-Werte hinreichend dicht beieinander liegen oder wenn der
Funktionswert hinreichend dicht an 0 liegt, bricht man ab:

y

17

Diese Idee lasst sich in Formeln iibersetzen. Dazu betrachtet man am besten einen
einzigen Schritt, zum Beispiel den von xy zu x1. Die gleiche Rechnung passiert
dann immer wieder: um aus x; das x9 zu berechnen und so weiter.

Yy
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Es gibt Situationen, in denen das Newton-Verfahren versagt:

Yy Y
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© X D x

Wenn man aber mit x¢ hinreichend dicht an der Nullstelle startet und es auf dem
Weg dahin keine zu flachen Stellen gibt, fithrt das Newton-Verfahren zum Erfolg.
20

Am Beispiel: Zu lésen ist x3 — 7 = 0. Wir suchen also x = ;in der
Praxis mit einer allgemeinen Gleichung wiisste man das aber nicht vorher! Hier
;lst der Iterationsschritt:

Demo mit OpenOffice und verschiedenen Startwerten.

Die Konvergenz (= Anndherung an einen Grenzwert) passiert dabei mit erstaun-
licher Geschwindigkeit: Nach kurzer Einlaufzeit verdoppelt sich die Zahl der

giiltigen Dezimalstellen bei jeder weiteren Iteration. Mit anderen Worten: Der
22

Fehler wird bei jedem Schritt etwa quadriert, wie

Dass der Fehler so schnell sinkt, kann man sich so tiberlegen: Gesucht ist die Null-
stelle x in der Nachbarschaft des Startwerts x¢. In der Newton-Iterationsformel

kommt die Funktion x — x — % vor. An der Stelle x hat die den Wert x. Was ist

ihre Steigung dort? Dazu wird die Ableitung benotigt:
23

Also ist die Steigung an der Stelle x gleich 0. Damit ergibt sich dieses Bild:
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24
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Die Funktion x — x — £ ,((’;)) lauft also lokal wie eine Parabel oder noch platter durch
den Punkt (x|y) = (x|x). Parabel heif3t: Wenn man mit x von x abweicht, weicht

x— % um ein Vielfaches des Quadrats dieser Abweichung von x ab.
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