14
Partialbruchzerlegung

Jorn Loviscach

Versionsstand: 21. September 2013, 15:59

Die nummerierten Felder sind absichtlich leer, zum Ausfiillen beim Ansehen der Videos:
http://www.j3L7h.de/videos.html

® @ @ This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0 Germany License. To view a copy of this
@ license, visit http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/ or send a letter to Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San
BY

LMW Francisco, California, 94105, USA.

Bitte hier notieren, was beim Bearbeiten unklar geblieben ist

1 Faktorisierung von Polynomen

Wiederholung: Polynome verhalten sich wie natiirliche Zahlen. Wenn man eine
ganze Zahl ohne Rest durch eine andere teilen kann, kann man die andere als
Faktor abspalten. Das geht gegebenenfalls mehrfach:

1

Genauso kann man nach und nach Faktoren von einem Polynom abspalten,
insbesondere Linearfaktoren zu Nullstellen des Polynoms:
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2 PARTIALBRUCHZERLEGUNG FUR GANZE ZAHLEN 2

Wir werden bei den komplexen Zahlen sehen, dass diese Faktorisierung von
Polynomen mit komplexen Zahlen immer vollstdndig gelingt. Mit reellen Zahlen
bleibt gegebenenfalls ein Polynom ohne Nullstelle (also mit geradem Grad!) als
letzter Faktor. Wir werden ebenfalls spéter sehen, dass man dieses Polynom immer

als Produkt von reellen Polynomen zweiten Grades schreiben kann:
3

2 Partialbruchzerlegung fiir ganze Zahlen

Wo man Polynome in Faktoren zerlegt, zerlegt man rationale Funktionen in
Partialbriiche [partial fractions]. Das kann man sich zunéachst wieder modellhaft
an Briichen ganzer Zahlen veranschaulichen: Gegeben seien die beiden ganzen
Zahlen 5 und 13, die keinen Teiler gemeinsam haben. Dann kann man zu jeder
weiteren ganzen Zahl wie hier 29 ganze Zahlen x und y finden, so dass:

4

Dass es solche x, y geben muss, sieht man so: Indem man die rechte Seite auf

einen Bruchstrich bringt, sieht man, dass diese Zerlegung dquivalent ist zu:
5




3 PARTIALBRUCHZERLEGUNG FUR EINFACHE POLSTELLEN 3

Pas heif3t:

Also muss man ein x finden, so dass 29 — 13x durch 5 teilbar ist. Probieren wir das
aus:
7

Bei Teilung durch 5 bleiben nur Reste von 0 bis 4. In den ersten funf Zeilen
kommt jeder Rest nur einmal vor, sonst konnte man die beiden Zeilen voneinander
abziehen und hitte, dass 13 mal eine Zahl von 1 bis 4 durch 5 teilbar wére. Also
kommt in den ersten fiinf Zeilen jeder Rest von 0 bis 4 genau einmal vor: Es muss
der Rest 0 vorkommen.

Wir haben also gefunden:
8

Die beiden Zahlen x und y sind nicht eindeutig bestimmt: Man kann zum Beispiel
5 von x subtrahieren und 13 zu y addieren.

3 Partialbruchzerlegung fiir einfache Polstellen

Nun probieren wir etwas Ahnliches fiir eine rationale Funktion der Art:
9

Dabei sollen p und g Polynome sein, die keine Nullstelle an x = 3 haben. Man
kann umformen:



4 PARTIALBRUCHZERLEGUNG FUR MEHRFACHE POLSTELLEN 4

Das Polynom im Z#hler des langen Bruches wird null fiir x = 3. Also kann man x—-3
daraus abspalten und mit dem x — 3 im Nenner kiirzen. Damit klappt Folgendes:
11

mit einer passenden Zahl A und einem passenden Polynom s. Dieses Polynom s
hat maximal einen Grad, der um eins kleiner ist als das Maximum der Grade der
Polynome p und gq.

4 Partialbruchzerlegung fiir mehrfache Polstel-
len

Angenommen, die Polstelle ware nicht einfach, sondern fiinffach:
12

Dabei sollen p und g Polynome sein, die keine Nullstelle an x = 3 haben. Man

gann umformen:

Das Polynom im Zahler des langen Bruches wird null fiir x = 3. Also kann man
x — 3 daraus abspalten und mit einem der fiinf Faktoren x —3 im Nenner kiirzen.
Damit klappt Folgendes:
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mit einer passenden Zahl A und einem passenden Polynom s. Dieses Polynom s



5 PARTIALBRUCHZERLEGUNG FUR QUADRATISCHE TERME 5

hat maximal einen Grad, der um eins kleiner ist als das Maximum der Grade der
Polynome p und gq.

Mit dem zweiten Summanden geht man nun genauso vor — und so weiter, bis die
Faktoren x—3 im Nenner aufgebraucht sind. An Ende ergibt sich ein Ausdruck wie:

15

mit passenden Zahlen A, B, C, D, E und einem passenden Polynom r. Dieses
Polynom r hat maximal einen Grad, der um fiinf kleiner ist als das Maximum der
Grade von p und q.

5 Partialbruchzerlegung fiir quadratische Terme

Angenommen, man kann im Nenner ein quadratisches Polynom abspalten,
beispielsweise:
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und angenommen, g ist nicht ohne Rest durch dieses quadratische Polynom
x2 + 3x + 11 teilbar. Dann gilt fiir alle Zahlen A und B:
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Wenn man die Zahlen A und B so bestimmen kann, dass der Zahler des langen
Bruchs einen Faktor (x2 + 3x + 11) enthilt, kann man diesen Faktor kiirzen und

erhilt:
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mit einem passenden Polynom s. Dieses Polynom s hat maximal einen Grad, der
um zwei kleiner ist als das Maximum der Grade von p und q.



6 ALLGEMEINER FALL DER PARTIALBRUCHZERLEGUNG 6

Solche Zahlen A und B gibt es netterweise praktisch immer (Die Ausnahme folgt
gleich!), denn bei der Polynomdivision (p(x)— g(x)(Ax +B)) : (x2 + 3x + 11) kommen
mit passendem A und B alle denkbaren Reste ux + v vor, insbesondere der Rest
0 =0x+0, so dass also p(x) — g(x)(Ax + B) durch x2 + 3x + 11 teilbar ist. Dass alle
Reste vorkommen miissen, kann man dhnlich wie in Abschnitt 2| begriinden.

Achtung: Das Polynom x?+3x+ 11 darf aber nicht mehrfach im Nenner vorkommen,
sonst klappt das nicht immer. Denn die Division g(x) : (x + 3x + 11) und damit die
Division ¢(x)(Ax + B) : (x% + 3x + 11) gingen sonst ohne Rest auf, ohne dass A und B
etwas bewirken konnten.

6 Allgemeiner Fall der Partialbruchzerlegung

Gegeben sei eine rationale Funktion:
19

Ist der Grad des Zahlers groBler oder gleich dem des Nenners, fithrt man als Erstes
eine Polynomdivision aus, um das Asymptotenpolynom aus dem Bruch zu nehmen:

20

Der Grad des Polynoms im Zihler rechts ist nun hochstens der des Nennerpoly-
noms minus 1.

Das Nennerpolynom ist nun so weit wie moglich in Linearfaktoren (also x minus
Nullstelle) und in quadratische Faktoren ohne reelle Nullstellen zu zerlegen.
Hat der Zahler ebenfalls eine dieser Nullstellen oder einen dieser quadratischen
Faktoren, ist zu kiirzen. (Wir gehen hier davon aus, dass spdtestens danach keiner
von den quadratischen Faktoren im Nenner noch doppelt vorkommt, sonst wird es
aufwendiger.) Es bleibt dann vielleicht etwas wie:
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22

Das Polynom im Zihler hat nun héchstens den Grad



7 BESTIMMUNG DER KONSTANTEN 7

Nun kann man Partialbriiche abspalten, Faktor fiir Faktor des Nenners:

23

mit noch unbekannten Konstanten A bis G.

7 Bestimmung der Konstanten

Um die Konstanten zu bestimmen, konnte man tatséchlich die Polynomdivision
ausfiihren. Das ist zwar ein simples Rezept, aber sehr rechenaufwendig. Wenn
man zu Fuf} eine Partialbruchzerlegung hinschreibt, arbeitet man typischerweise
rickwarts: Man schreibt die Form des Ergebnisses hin und bestimmt dann die
Konstanten.

Das Ziel ist beispielsweise:

24

Um die vier Konstanten A bis D zu bestimmen, fasst man das wieder zu einem
gruch zusammen:




7 BESTIMMUNG DER KONSTANTEN 8

Also muss fir die Ziahler gelten:

26

Das muss fiir alle reellen Zahlen x gelten. Daraus muss man nun vier Gleichungen
fiir die vier Konstanten A bis D basteln. Dafiir gibt es zwei Wege:

* Verschiedene Werte fiir x einsetzen: Zum Beispiel findet man fiir x = 5:
27

¢ Links und rechts Potenzen von x zusammenfassen; Koeffizientenvergleich:
28

Zum Beispiel steht links 2x3 und rechts , so dass also
29

So fiihrt es auch Wolfram Alpha mit

gelten muss:
»Show steps” vor.

Egal, welchen der beiden Wege man wihlt: Im Endeffekt ergibt sich ein lineares
Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten A, B, C, D.
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