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Bitte hier notieren, was beim Bearbeiten unklar geblieben ist

1 Losungen aus Eigenvektoren

Die Differentialgleichung des Federpendels ohne dullere Anregung ldsst sich in

dieses Differentialgleichungssystem umschreiben:
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Das ist ein Spezialfall dieser Situation: ein Differentialgleichungssystem
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1 LOSUNGEN AUS EIGENVEKTOREN 2

mit einer konstanten quadratischen Matrix A mit n Spalten und n Zeilen. Was fiir
ein Typ an Differentialgleichungssystem ist das?
2

Wenn v ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A ist, kann man sehr schnell
eine spezielle Losung der Differentialgleichung angeben:
3

Was fiir ein Verhalten hat diese Losung fir ¢ — co abhéngig vom Eigenwert 1?
4

Wenn die n x n Matrix A auch n verschiedene Eigenwerte hat (bei komplexen Zah-

len der wahrscheinliche Fall), kann man jeden Vektor xy in Eigenvektoren zerlegen:
5

Damit lésst sich sofort hinschreiben, wie sich der Startzustand xy im Laufe der
6Zeit entwickelt:

Das ist also die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems!



2 EXPONENTIALFUNKTION VON MATRIZEN 3

Die Eigenwerte sagen einem etwas tiber die Stabilitat. Es ist sicher gestellt, dass
keine Losung explodiert, wenn dies gilt:
7

Gibt es auch nur eine Ausnahme davon, explodiert praktisch jede Lésung!

Gibt es weniger als n verschiedene Eigenwerte, ist die Situation dhnlich. Das ist
aber etwas schwieriger zu untersuchen.

Welche Eigenwerte hat die Matrix fiir das Federpendel?
8

Das sind alte Bekannte!

2 Exponentialfunktion von Matrizen

Das Differentialgleichungssystem

d
d_}: L Ax mit x(0) L X

lasst sich auch noch anders angehen. Betrachten wir das in einer Dimension:
9

Hier ist die Losung:

10

Angesichts dessen wire doch hiibsch, wenn die Losung des Differentialgleichungs-
systems sich so schreiben lief3e:



2 EXPONENTIALFUNKTION VON MATRIZEN 4

Hier wir abermals die Exponentialfunktion erweitert. (Was hatten wir schon als
Erweiterung der Exponentialfunktion?)

Die Exponentialfunktion einer Zahl z ist so definiert:
12

Die Exponentialfunktion einer quadratischen (!) Matrix M wird so definiert:
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Und nun kann man nachrechnen, dass die eben angegebene Losung mit der
Exponentialfunktion tatséichlich funktioniert:
14

Streng genommen muss man allerdings untersuchen, ob diese unendliche Summe
(,Reihe“) auch wirklich einen Grenzwert hat und ob man Summand fiir Summan
ableiten darf.

Vorsicht: In MATLAB® & Co. schreibt man die Exponentialfunktion von Matrizen
wieexpm ([1,2;3,4]).Die Funktion exp ([1,2; 3, 4]) berechnet dagegen die
herkémmliche Exponentialfunktion von jedem Eintrag. Das ist etwas Anderes!



