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Lésungen von Gemini 2.5 Pro so, wie das ETgX in einem Rutsch aus der KI gekom-
men ist. In Rot kommentiert von Jorn Loviscach.

1. Finden Sie den Wert von w (und nur w!) fiir dieses Gleichungssystem
streng (!) mit der Cramerschen Regel:

x+y =1
Bx+z = 2
x+7w = 3
y—z = 4

Losung: Das Gleichungssystem wird zuerst in Matrixform A -7 = b mit dem
Vektor der Variablen v = (x, y,z,w)T aufgeschrieben:

11 0 0\(x) (1
50 1 ofly| |2
10 0 7(|z]|7|3
01 -1 0)\w) (4

Nach der Cramerschen Regel ist w = d;;“,ga“’)) , wobei A,, die Matrix ist, bei der

die 4. Spalte (die w-Spalte) durch den Vektor b ersetzt wird.
Wir berechnen det(A) durch Entwicklung nach der 4. Spalte:

11 0
det(A) = —7-det (5 0 1 ) =-7(1(0-1)-1(-5-0)+0)=-7-(-1+5)=-7-4 = -28
01 -1

Nun berechnen wir det(A,,), wobei die 4. Spalte von A durch b ersetzt wird.
Wir entwickeln nach der 3. Zeile:

—_ o O -
S = O
B~ W N =



1 0 1 11 O
det(A,)=1-det|0 1 2|-3-det|5 0 1

1 -1 4 01 -1

Den zweiten Determinantenwert kennen wir bereits, er ist 4. Den ersten
berechnen wir:

1 0 1
det|0 1 2|=14-(-2))-0+1(0-1)=6-1=5
1 -1 4
Somit ist det(A,)=1-5-3-4=5-12 = -7. Der Wert fiir w ist also:
det(A,) -7 1
w: = e
det(A) -28 4

. Fir welche Werte von a € R hat die Matrix (; g
Losung: Die Eigenwerte A sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms det(A — AI)=0.

1-1 a
2 3-2

) reelle Eigenwerte?

det( ):(1—1)(3—1)—2a:/12—4)1+3—2a:0

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir A. Sie hat reelle Losungen, wenn
die Diskriminante D nicht-negativ ist (D = 0).
D =b%—4ac=(-4)*-4(1)(3-22)=16-12+8a=4+8a

Die Bedingung fiir reelle Eigenwerte ist D = 0:
4+8a=20 —= 8a=-4 = a2_§

Die Matrix hat fiir alle a € [—%,oo) reelle Eigenwerte.

1
0,992
Losung: Wir verwenden die Taylor-Nidherung 2. Ordnung fiir die Funktion
f(x)= x% = x"2 um den Entwicklungspunkt a = 1. Die Formel lautet: f(x) =

. Schitzen Sie den Wert von

durch quadratische Naherung.

f@)+f'a)x—a)+ %(x —a)?. Wir benotigen die ersten beiden Ableitungen:
f)=x72 fH=1
flx)=-2x73 fl(1)=-2
f//(x)ZGx—4 f/l(l):6
Wir setzen x = 0,99 und a = 1. Damit ist (x —a) = —0,01.

f”(l)
2

~1+(-2)(-0,01)+ g(—o,m)2

£(0,99) = f(1)+ f'(1)(0,99 - 1) + (0,99 -1)*

~1+0,02 +3(0,0001)
~1+0,02+0,0003 = 1,0203

Die quadratische Niaherung ergibt den Wert 1,0203.



4. Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung y” + y L sin(223.

Losung: Die allgemeine Losung ist die Summe aus de%‘ﬁ«-\

vy, und einer partikularen Losung Yp. 1. m%%y +y=0. Das
charakteristische Polynom ist r2+1 =0, mit den Wurzeln ri2 = +i. Die

‘hemegene LOSW Yr(x) = c1 cos(x) + co sin(x). L(Y% Lhos A, B

2. Partikuldre L(')'sazz;[g Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da 2x nicht
?Z mit dem Argument x der homogenen Losung iibereinstimmt, gibt es kei-
ne Resonanz. Ansatz: y,(x) = Acos(2x) + Bsin(2x). Ableitungen: yp(x)
—2A sin(2x) + 2B cos(2x), yl’o’(x) —4A cos(2x) — 4B sin(2x), Einsetzen in die
DGL: (—4A cos(2x)—4B sin(2x))+(A cos(2x)+ B sin(2x)) = sin(2x) —3A cos(2x)—

3B sin(2x) = 0- cos(2x) + 1 - sin(2x),Koeffizientenvergleich:

cos(2x): —-3A=0=—=> A=0

1
sin2x): -3B=1—= B:_5

Die partikuldre Losung ist y,(x) = —3 sm(2x)

3. Allgemeine Losung: y(x) = yp(x) + yp(x).
1
y(x) = c1cos(x) + cg sin(x) — 3 sin(2x)

5. Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten cg und c5 fiir die Funktion, welche
die Periode 3 hat, fiir £ € [0,1) gleich 0 ist und fiir ¢ € [1, 3) gleich ¢ ist.
.. . . 0 tel0,1) . . . .
Losung: Die Funktion ist f(¢) = ¢ te[l3) mit Periode T' = 3. Die Kreis-
E )
frequenz ist w = 27” = %” Die Formel fiir die komplexen Fourier-Koeffizienten
lautet ¢, = %fOT f()e intdt,

Fiir ¢g (den Mittelwert):

ey roe (oo [ 5[], -3 6-3)-

Fir c5 (mit n = 5):

1 4
Z.4=2=
3 3

= 1fgf(t)e‘"5(2”/3)"}115: lf te Ty
3 Jo 31

Wir verwenden partielle Integration [udv=uv— [vdu mit u =¢und dv =

_; 10z . _; 10z ;  —;10m
e '3 !'dt. Dannist du =dt und v = 110,,e’3t SlemiTl,

f -1 tdt—[ _ 1°”t] f ilOT”tdt
1071 1071

. . 3
3i (36—1107; le_inn)—i ie—i%”t]
10n 107 [ 107 1

1::’); (3 - e_ilg_n) + ﬁ (e—ilon B e_ian)




- .. _;lom i(4g_2m
Wir benutzen e 107 = cos(—107) + isin(-107) = 1 und e 3 = e 1¥T-3) =

ei%ﬂ:—%+i§.
1| 3 V3 9 1 \/§
—(=— - 1 —_ 4 —
c5310n( ( 12)) 1002 (212)
Chdt .
Wi ¥ i (7 V3 L3
= —-—1—
Abes / 07|22 1007:2
%\OM' (Y()’@W{j . \/5 9 7
=|— + +1
207 20072 207 2007t2
6. Finden Sie die Funktion, deren Laplace-Transformierte gleich 3+9 ist.

Losung: Wir suchen f(t) = £} {53195}. Dazu verwenden wir die Partial-

bruchzerlegung.
1 _ A Bs+C

- =y

s(s2+9) s  s2+49

Multiplikation mit dem Nenner s(s? +9) ergibt: 1 = A(s®2 +9)+ (Bs+C)s =
As?+9A +Bs?+Cs =(A+B)s?+Cs +9A. Koeffizientenvergleich:

F(s)=

s2: A+B=0

st: C=0

0 1
s : 9A:1:A:§

Aus A +B =0 folgt B =—A = —%. Die Zerlegung ist F(s) = % (1/9)3 . Nun
wenden wir die inverse Laplace-Transformation an:

f(t):fg‘l{lé—l-L}:lg—l{l}_lg—l{L}

9 s] 9 s2+32

Mit den Standard-Transformierten £ 1{1/s} = 1 und £ Hs/(s2+a?)} = cos(at)
erhalten wir:

f@= % 1- %COS(&) = %(1 —cos(3t)) ) VT tzo

7. Bestimmen Sie die 2 x 2-Matrix, welche die Spiegelung des R? an der Gerade

A (3) beschreibt. /AL—Q

Losung: Die(Spiegelunggmatrix M der Geraden, die durch den Vektor
U aufgespannt wird, kann mit dem Einheitsvektor # in Richtung von ¥

@ I. Der Vektor ist v = (g) Seine Linge ist

[17]] = V32 +52 = v/34. Der Einheitsvektor ist & = \/% (2) Wir berechnen

berechnet werd

&

sr_ 1 (3) 1 1(9 15
D ¢ :\/ﬁ(5)\/ﬁ(3 5):3_4(15 25)
Torucd boblee. ciic vich
M% (%) eV v '[// S) k) Bl 2 ELA



VI

piyt

Nun berechnen wir die Spiegelungsmatrix R:
R—2-i 9 15\ (1 0)_1(9 15 (1 0
~ 7 34\15 25) 0 1) 17(15 25) (0 1
9 _ 15 _8 15 1 (—
R = (1715 ! 951" )=( 15 ]87) = —(158 185)
w w Y w7 ) 17
8. Eine 4 x4-Matrix hat die Determinante —23. Was konnen Sie iiber Bild, Rang
und Defekt dieser Matrix aussagen?
Losung: Sei A die 4 x 4-Matrix mit det(A) = —23. Da det(A) # 0, ist die

Matrix invertierbar. Daraus folgen direkt die Eigenschaften fur Bild, Rang
und Defekt:

¢ Rang: Eine n x n-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen
Rang hat. Da A eine 4 x 4-Matrix ist, gilt:

Rang(A)=4

¢ Bild: Das Bild (oder der Spaltenraum) einer Matrix ist der von ihren
Spaltenvektoren aufgespannte Unterraum. Da der Rang 4 ist, sind die
vier Spaltenvektoren im R* linear unabhéngig und spannen somit den
gesamten Raum auf.

Bild(A) = R*

¢ Defekt: Der Defekt (Dimension des Kerns) ist durch den Rangsatz
(Dimensionsformel) gegeben: Rang(A) + Defekt(A) = n. Hier ist n = 4.

4 + Defekt(A) =4 = Defekt(A)=0

( Ein Defekt von 0 bedeutet, dass der Kern der Matrix nur den Nullvektor
enthilt: Kern(A) = {0}.

9. Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung y?y’ + x3 Lo.

Losung: Dies ist eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen. Wir

schreiben y’ = % und formen die Gleichung um:

dy
2 3
—_ = =X
Y dx
y2dy = —x3dx

Nun integrieren wir beide Seiten:

fyZdy:f—dex

3 4
Y- X,ic
3 4

wobei C eine beliebige Konstante ist. Wir konnen die Losung nach y auflosen:
3
3 4
=——x"+3C
y 495
Nennen wir die neue Konstante K = 3C: .
=K 3 4 A 22 )ZC
x)= —-=x - -
Y= yA Ty iz Dffretiertad
Ao et



10.

11.

Losen Sie die Differentialgleichung y” — y’ 2 2 zur Anfangsbedingung y(0) L
|
0, y'(0)=1. S
y(0 04)’ L\ol,«,o TR N

Losung: 1. Homegene Liosung>y" — y’ = 0. Charakteristisches Polynom: r? —

r=0 = r(r—1)=0. Die Wurzeln sind r{ = 0,r = 1. Die hamegene Losung
ist y,(x) = c1e% + coe™ = c1 + coe”.

2. Partikulire Losung: Die rechte Seite ist x2. Der Standardansatz wére
Ax? +Bx +C. Da die homogene Losung gine Konstante (c1) enthilt, liegt
Resonanz vor. Wir miissen den Ansatz mit x multiplizieren. Neuer Ansatz:
yp(x) = 2(Ax? + Bx + C) = Ax3 + Bx? + Cx. yp(x) = 3Ax% +2Bx + (;’y;)’(x) =
6Ax + 2B Einsetzen in die DGL: (6Ax +2B) — (8Ax? + 2Bx + C) = x% —3Ax? +
(6A —2B)x+(2B - C)=1-x2+0-x + 0,Koeffizientenvergleich:

x2: —8A=1=— A=-1/3
x': 6A-2B=0 = 6(-1/3)-2B=0 — -2-2B=0 =— B=-1
x: 2B-C=0 = 2(-1)-C=0 = C=-2

Die partikuldre Losung ist y,(x) = —%x3 —x2 - 2x.

3. Allgemeine Losung: y(x) = yp(x)+ yp(x) = c1 + coe® — %x3 —x2—2x.

4. Anfangsbedingungen anwenden: y'(x) = cge* —x? —2x — 2. y(0) = ¢1 + coe’ —

0=ci+c2=0 = c¢1=—ca. y(0)=c2e?-0-0-2=¢3-2=1 = ¢9=3.
Daraus folgt ¢; = —3. Die spezielle Lésung ist:

1
y(x):3ex—§x3—x2—2x—3

Eine gekriimmte Fliche im R? ist beschrieben durch z = x2 + y fiir alle x, y € R.
Welcher Punkt (x|y|z) dieser Fliche liegt dem Punkt (0|1|2) am néchsten?

Losung: Wir wollen den Abstand zwischen einem Punkt auf der Flache
Q = (x,y,x% + y) und dem Punkt P = (0,1,2) minimieren. Es ist einfacher, das
Quadrat des Abstands D zu minimieren:

Dix,y)=(x-02+(y—12+(z-22=x2+(y— D2+ (x> +y - 2)?

Um das Minimum zu finden, setzen wir die partiellen Ableitungen von D
nach x und y gleich null.

oD

= =22+ 202 +y—2)(2x) = 2x(1+ 2(x® + y — 2)) = 2x(2x% + 2y —3) = 0
X

oD

a—:2(y—1)+2(x2+y—2)(1):2y—2+2x2+2y—4:2x2+4y—6:0
y

Aus der ersten Gleichung folgt: x = 0 oder 2x?+2y -3 =0. Fall 1: x = 0.
Einsetzen in die zweite Gleichung: 2(0)2 +4y-6=0 = 4y=6 — y=3/2.
Dies gibt den kritischen Punkt (x,y) =(0,3/2).

Fall 2: 2x2 + 2y — 3 = 0. Aus der zweiten Gleichung (2x2 + 4y — 6 = 0) kénnen
wir x2 isolieren: x2 = 3—2y. Einsetzen in die Bedingung fiir Fall 2: 2(3 - 2y) +
2y-3=0 = 6-4y+2y-3=0 = 3-2y=0 = y = 3/2. Setzen wir dieses y



12.

) gV %.__,
(,44_(7 %’MDL'WA/ s A(
wieder in x% = 3 -2y ein: x2 = 3-2(3/2) =0 = x = 0. Beide Fille fithren #am :
selben kritischen Punkt (0,3/2). Der gesuchte Punkt hat tie Koordinaten
x =0 und y = 3/2. Die z-Koordinate ist: z = x% + y = 0% + 3/2 = 3)2. Der Punkt

auf der Flache, der (0,1,2) am nichsten liegt, ist (0, %, %).

Der Wert der Funktion f : R? — R hiéngt nur vom Abstand r vom Ursprung
ab und betrigt e™". Integrieren Sie diese Funktion tiber die (Voll-)Kugel mit
Radius 7 und Mittelpunkt im Ursprung.

Losung: Wir sollen das Volumenintegral [y, f(x,y,2)dV berechnen, wobei

V die Kugel mit Radius R = 7 ist und f(x,y,2) = e " = e~ V¥*+**2* Dieses
Integral lasst sich am einfachsten in Kugelkoordinaten berechnen. In Ku-
gelkoordinaten ist r = p und das Volumenelement ist dV = p?sin(¢p)d pdpd.
Die Integrationsgrenzen fiir eine Vollkugel mit Radius 7 sind:

* pel0,7]
e pel0,n]
e 9el0,2r]

Das Integral lautet:

2n pm 7
I :f f f e P p?sin(¢p)d pdpd
o Jo Jo

Das Integral ist separabel:

([ ) [ o) [ )

Wir berechnen die drei Teile einzeln:

2n
do=[012"=2n
0

foﬂ sin(¢p)d¢p = [—cos(p)]j = —cos(m) — (—cos(0)) = —(-1) - (-1) =2
Das p-Integral erfordert zweimalige partielle Integration:
pre_pdp = —p2e_p—f2p(—e_p)dp
=—pZe P +2fpe_pdp
=—pZe P +2(—pe_'o —fl-(—e_p)dp)
=—pZe P —2pe " +2fe'pdp
=—pZe P —2pe P -2 P =—eP(p2+2p+2)
Einsetzen der Grenzen [0, 7]:
fo7 p2e Pdp=[-eP(p®+2p+ 2)]3

=(—e (1?+2-7+2)— (- %02 +2-0+2))
=—e 7(49+14+2)—(-1-2) = —65¢~ ' +2

ke "Ll)’d*{ ﬂ/[?/{ﬂ/\——v Jér;( =0
/ LAY . @ )

P

/



Das Gesamtergebnis ist das Produkt der drei Teile:

I=27)-(2)-(2-65¢"7)=4m(2—65¢"")



