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5 Trigonometrische Funktionen

Nachdem wir uns mit Polynom- und rationalen Funktionen vertraut gemacht haben,
wenden wir uns einer vollig neuen und fundamentalen Klasse von Funktionen zu: den
trigonometrischen Funktionen. Diese Funktionen, oft auch Winkelfunktionen genannt,
sind unverzichtbar, um periodische Vorgiange wie Schwingungen, Wellen oder Kreisbe-
wegungen mathematisch zu beschreiben. Ihr Ursprung liegt jedoch in der Geometrie,
genauer gesagt in der Untersuchung von rechtwinkligen Dreiecken.

5.1 Definitionen am rechtwinkligen Dreieck

Stellen wir uns ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck vor. Es besitzt einen rechten Winkel
(90°) und zwei weitere, spitze Winkel. Die Summe aller Winkel in einem Dreieck betriagt
stets 180°, also miissen die beiden spitzen Winkel zusammen ebenfalls 90° ergeben.
Die Seiten des Dreiecks haben spezielle Namen: Die Seite, die dem rechten Winkel
gegeniiberliegt, ist immer die langste Seite und wird als Hypotenuse bezeichnet. Die
beiden anderen Seiten, die den rechten Winkel bilden, werden als Katheten bezeichnet.

Der entscheidende Gedanke der Trigonometrie ist nun, die Léngenverhéltnisse der Seiten
in eine feste Beziehung zu den Winkeln des Dreiecks zu setzen. Dazu betrachten wir einen
der beiden spitzen Winkel, den wir mit dem griechischen Buchstaben « (Alpha) bezeichnen.
Aus der Perspektive dieses Winkels a konnen wir die beiden Katheten genauer benennen.
Die Kathete, die dem Winkel a direkt gegeniiberliegt, nennen wir die Gegenkathete
von a. Die Kathete, die am Winkel a anliegt (und nicht die Hypotenuse ist), wird als
Ankathete von a bezeichnet.

Gegenkathete zu a

bt




Vo 2

K um

fq&g i e

Fiir jeden festen Winkel a in einem rechtwinkligen Dreieck sind die Verhéltnisse der Lan-
gen von Gegenkathete, Ankathete und Hypotenuse zueinander immer gleich, unabhéingig
von der absoluten Grof3e des Dreiecks. Dies ist eine direkte Folge der Strahlensétze bzw.
der geometrischen Ahnlichkeit. Diese konstanten Verhiltnisse erhalten eigene Namen
und definieren die drei grundlegenden trigonometrischen Funktionen:

Der Sinus des Winkels a, geschrieben als sin(a), ist das Verhaltnis der Lange der Gegen-
kathete zur Linge der Hypotenuse.

Gegenkathete
Hypotenuse

sin(a) =

Der Kosinus des Winkels a, geschrieben als cos(a), ist das Verhéltnis der Liange der
Ankathete zur Linge der Hypotenuse.

Ankathete

cos() = ———
(@) Hypotenuse

Der Tangens des Winkels a, geschrieben als tan(a), ist das Verhéiltnis der Linge der
Gegenkathete zur Lange der Ankathete.
Gegenkathete
Ankathete

tan(a) =

Es fallt auf, dass der Tangens auch als das Verhaltnis von Sinus und Kosinus ausgedriickt
werden kann, da sich die Hypotenuse herauskiirzt:
sin(a)  Gegenkathete/Hypotenuse Gegenkathete

= = =t
cos(a) Ankathete/Hypotenuse Ankathete an(a)

5.2 Der trigonometrische Pythagoras
Eine der fundamentalnen Identitédten der Trigonometrie ergibt sich direkt aus dem Satz
des Pythagoras. In unserem rechtwinkligen Dreieck gilt:

(Ankathete)? + (Gegenkathete)? = (Hypotenuse)?

Wenn wir nun die Definitionen von Sinus und Kosinus verwenden, konnen wir die Langen
der Katheten durch die Hypotenuse und den Winkel ausdriicken:

Ankathete = cos(a) - Hypotenuse und Gegenkathete = sin(a)-Hypotenuse
Setzen wir diese beiden Ausdriicke in den Satz des Pythagoras ein, erhalten wir:
(cos(a)- Hypotenuse)2 + (sin(a) - Hypotenuse)2 = (Hypotenuse)2
cos?(a)- (Hypotenuse)2 +sin?(a)- (Hypotenuse)2 = (Hypotenuse)2

Nun kénnen wir auf beiden Seiten der Gleichung durch (Hypotenuse)? dividieren, da
die Lénge der Hypotenuse gicherlich nicht null ist. Das Ergebnis ist eine bemerkens-
wert einfache und universell giiltige Beziehung zwischen Sinus und Kosinus, die oft als
trigonometrischer Pythagoras bezeichnet wird:

cos?(a) +sin®(a) = 1

Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Winkel a. Sie bedeutet, dass, wenn wir den Wert
des Sinus eines Winkels kennen, wir den Betrag des Kosinus (und umgekehrt) sofort
berechnen konnen.



5.3 Werte fiir spezielle Winkel

Fiir einige besondere Winkel lassen sich die Werte der trigonometrischen Funktionen
exakt aus einfachen geometrischen Uberlegungen herleiten.

Betrachten wir zunéchst ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Dies ist nichts
anderes als ein halbes Quadrat, das entlang seiner Diagonale geteilt wurde. Die beiden
spitzen Winkel missen gleich grof3 sein und sich zu 90° erginzen, also betrigt jeder
Winkel 45°. Wenn wir die Liange der beiden Katheten auf 1 normieren, so ergibt sich die
Lange der Hypotenuse aus dem Satz des Pythagoras zu V12 +12 = /2.
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Daraus konnen wir die Werte fiir 45° direkt ablesen:

. .. Gegenkathete 1 /2
sin(45°) = =—=—
Hypotenuse 2 2
Ankathet 1 2
cos(se) = Ankathete 1 _ v2
Hypotenuse 2 2
G kathete 1
tan(45°) = egenkathe e_1_,

Ankathete 1

Fir die Winkel 30° und 60° betrachten wir ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlidn-
ge 2. Alle Winkel in einem solchen Dreieck betragen 60°. Wenn wir dieses Dreieck in der
Mitte halbieren, erhalten wir ein rechtwinkliges Dreieck mit den Winkeln 30°, 60° und 90°.
Die Hypotenuse hat die Lange 2, die kiirzere Kathete (die halbe Grundseite) hat die Lange
1, und die léingere Kathete (die Hohe) hat nach Pythagoras die Liange v22 —12 = /3.

Aus dieser Figur lesen wir die Werte fiir 60° ab:

3 1 3
sin(60°) = %, cos(60°) = 2 tan(60°) = % =V3



Und fir den 30°-Winkel (hierfiir miissen wir die Rollen von An- und Gegenkathete
vertauschen):

1 3 1 3

sin(30°) = =, cos(30°) = £, tan(30°) = — = £

2 2 V3 3
Die Grenzfille 0° und 90° kann man sich als degenerierte Dreiecke vorstellen. Bei 0° ist
die Gegenkathete 0 und die Ankathete gleich der Hypotenuse, woraus sin(0°) = 0 und
cos(0°) = 1 folgt. Bei 90° ist die Ankathete 0 und die Gegenkathete gleich der Hypotenuse,
also sin(90°) = 1 und cos(90°) = 0. Der Tangens von 90° ist nicht definiert, da dies eine
Division durch die Ankathete der Lange Null erfordern wiirde. T é, /é Mo %é /

AR N b° T’
5.4 Verallgemeinerung am Einheitskreis @ P —
Die Definition am rechtwinkligen Dreieck ist auf Winkel zwischen 0° und 90° beschrinkt.
Um das Konzept auf beliebige Winkel zu erweitern, nutzen wir den Einheitskreis. Dies
ist ein Kreis mit dem Radius r = 1, dessen Mittelpunkt im Ursprung eines kartesischen
Koordinatensystems liegt.

’ //’vm S -
Ein beliebiger Punkt P(x,y) auf diesem Kreisxk?n@rch einen Winkel a beschrieben
werden. Dieser Winkel wird von der positiven x-Achse aus gegen den Uhrzeigersinn bis
zum Radiusstrahl gemessen, der zum Punkt P fiihrt. Wenn wir vom Punkt P ein Lot auf
die x-Achse fillen, entsteht ein rechtwinkliges Dreieck. Die Hypotenuse dieses Dreiecks
ist der Radius des Kreises und hat die Linge 1. Die Ankathete hat die Lange des x-Wertes
des Punktes P, und die Gegenkathete hat die Lange des y-Wertes. /
— ///(/ sz/E}
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P(xp,yp)

<7 yp, = sin(a)

xp = cos(a) /]

Unsere Definitionen fiir Sinus und Kosinus lauten:

Gegenkathete yp

sin(a) =
(@) Hypotenuse

Ankathete  xp

Mo it Vowocle. !
cos(d)=——=—=xp

Hypotenuse 1 A
— D
Diese Beobachtung ist von zentraler Bedeutung: Die x-Koordinate eines Punktes

auf dem Einheitskreis ist der Kosinus des zugehorigen Winkels, und die y-
Koordinate ist der Sinus des Winkels. Der Tangens ist entsprechend der Quotient
tan(a) = yp/xp, was der Steigung des Radiusstrahls entspricht.
Ly
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Diese neue Definition ist weitaus machtiger. Sie ermoglicht es uns, Sinus und Kosinus fir
jeden beliebigen Winkel zu definieren, auch fiir Winkel grofer als 90° oder negative Winkel
(die im Uhrzeigersinn gemessen werden). Die Vorzeichen der x- und y-Koordinaten in den
vier Quadranten des Koordinatensystems liefern automatisc\h{ie}{orrekten Vorzeichen
fiir Kosinus und Sinus. /o
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5.5 Vom Gradmal zum Bogenmal

In der hoheren Mathematik und in allen Natur- und Ingenieurwissenschaftenwird fiir
Winkel nur selten das Gradmalf (°) verwendet. Stattdessen nutzt man das BogenmaB,
dessen Einheit das Radiant (rad) ist. Das Bogenmalf ist ein natiirlicheres Maf fiir Winkel,
da es direkt mit der Geometrie des Kreises verkniipft ist.

Ein Winkel von 1 Radiant ist definiert als der Winkel, bei dem die Linge des zugehorigen
Kreisbogens genau der Linge des Kreisradius entspricht. Der gesamte Umfang eines
Kreises mit Radius r betragt U = 2nr. Im Einheitskreis mit r = 1 ist der Umfang also
genau 27. Einer vollen Umdrehung von 360° entspricht daher ein Bogenmalf} von 27. Aus
dieser fundamentalen Beziehung konnen wir die Umrechnungsfaktoren ableiten:

360°=2nrad <= 180°=mrad
T
Fiir die umgekehrte Richtung multipliziert- man den BogenmafBwert mit %. Wichtige

Werte sind beispielsweise: 30° = &, 45° = 7, 60° = £, 90° = 7, 180° = 7, 270° = 37”, 360° = 271.

Fortan werden wir, wenn nicht anders angeg inkel immer im Bogenmal} betrachten.

. /VL&O 4r49/%\//é0?

Um von Grad in Bogenmal} umzurechnen, multipliziert man den Gradwert mit

5.6 Das Problem der Umkehrbarkeit

Wir wissen, dass eine Funktion f nur dann eine Umkehrfunktion f~! besitzt, wenn sie
bijektiv ist, also jedem Element der Zielmenge genau ein Element der Definitionsmen-
ge zugeordnet wird. Eine wichtige Bedingung dafiir ist die Injektivitédt: Verschiedene
Eingabewerte miissen zu verschiedenen Ausgabewerten fiihren.

Betrachten wir die Sinusfunktion, f(x) = sin(x). Diese Funktion ist periodisch mit der
Periode 27. Das bedeutet, sin(x) = sin(x + 2knx) fiir jede ganze Zahl k. Zum Beispiel ist
sin(0) = 0, aber auch sin(r) = 0, sin(27) = 0 und so weiter. Unendlich viele verschiedene
x-Werte liefern den gleichen Funktionswert. Die Sinusfunktion ist also nicht injektiv und
somit global nicht umkehrbar. Das Gleiche gilt fiir den Kosinus (Periode 27) und den
Tangens (Periode ).

Lo EsSI®N T N y=0.5

Die Abbildung zeigt, dass eine horizontale Gerade (konstanter y-Wert) den Graphen der
Sinusfunktion unendlich oft schneidet. \
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6 Die Arkusfunktionen als Umkehrfunktionen

Um dennoch eine Umkehrung zu ermoglichen, bedient man sich eines Standardtricks: Man
schrankt den Definitionsbereich der urspriinglichen Funktion so ein, dass sie auf diesem
eingeschrinkten Bereich injektiv wird. Man wiahlt Konventionen fiir diese Bereiche, die
als Hauptwertebereiche bezeichnet werden.

Fir die Sinusfunktion wihlt man das Intervall [— %, %]. In diesem Bereich durchliuft der
Sinus alle Werte von —1 bis 1 genau einmal. Die Umkehrfunktion des so eingeschrinkten
Sinus hei3t Arkussinus, geschrieben als arcsin(y). Es gilt also:

|
Dﬂ/ﬁg }@/Zﬁ e - arcsin(y)=x <= sin(x)=y und xE€ [_g, g]

Die Definitionsmenge des Arkussinus ist [-1,1], seine Wertemenge ist [-7, 5 1.

Fiir die Kosinusfunktion wihlt man als Hauptwertebereich das Intervall [0,7]. Die
Umkehrfunktion heif3t Arkuskosinus, arccos(y).

arccos(y)=x <= cos(x)=y und x€l[0,rx]
Die Definitionsmenge ist ebenfalls [—1,1], die Wertemenge ist [0, 7].
Fir die Tangensfunktion schriankt man den Definitionsbereich auf das offene Intervall
(=3, 3) ein. Die Umkehrfunktion ist der Arkustangens, arctan(y).
T
22

Die Definitionsmenge des Arkustangens ist ganz R, die Wertemenge ist (—%,% .

arctan(y)=x <= tan(x)=y und xe(-

6.1 Die Mehrdeutigkeit beim Loésen von Gleichungen

Die Arkusfunktionen sind extrem niitzlich, aber man muss ihre Einschrankung stets im
Hinterkopf behalten. Wenn wir eine Gleichung wie sin(a) = 0)5 losen wollen, liefert uns
ein Taschenrechner mittels der Arkussinus-Funktion nur eine einzige Losung:

a1 = arcsin(0,5) = % (oder 30°)

)
Dies ist der sogenannte Hauptwert, die einzige Losung im Intervall —%, %]. Wie wir aber

am Graphen und am Einheitskreis sehen, gibt es unendlich viele weitere Losungen.




Im Einheitskreis sehen wir, dass de y-Wert 0,5 nicht nur beim Winkel a; = 7 erreicht
wird, sondern auch bei einem zweit{én Winkel ag im zweiten Quadranten. Aufgrund der
Symmetrie der Sinusfunktion zur y-Achse gilt ag =7-a; =7n-5% = %”. Um nun alle
Losungen zu finden, miissen wir die 27-Periodizitit beriicksichtigen. Jedes Mal, wenn
wir einen der beiden Basiswinkel um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 verschieben,

erhalten wir eine weitere giiltige Losung. Die vollstindige Losungsmenge lautet daher:
T 5%/4 -
a:g+2kn oder a:F+2kn, furkeZ

Beim Losen trigonometrischer Gleichungen ist es also unerlésslich, nach der Anwendung
der Arkusfunktion die Symmetrieeigenschaften und die Periodizitat zu beriicksichtigen,
um alle Losungen zu finden.

6.2 Eine nutzliche Funktion fur die Praxis: atan2

Ein haufiges Problem in der Praxis, z.B. in der Robotik oder Computergrafik, ist die
Bestimmung des Winkels eines Punktes (x,y) beziiglich des Ursprungs. Man koénnte
versucht sein, dies iiber den Tangens zu tun: tan(a) = y/x, also a = arctan(y/x). Hierbei geht
jedoch entscheidende Information verloren. Betrachten wir den Punkt P1(1,1) und den
Punkt Ps(—1,-1). Fiir beide Punkte ist der Quotient y/x = 1. Die Arkustangensfunktion
liefert in beiden Féllen arctan(1) = 7 (45°). Dies ist korrekt fiir P; im ersten Quadranten,
aber falsch fiir P9, der im dritten Quadranten liegt und den Winkel %” (oder —%”) haben
sollte. Der Arkustangens kann nicht zwischen diesen beiden Fillen unterscheiden, da er
nur den Quotienten kennt, nicht abel/‘ed;e//\VOZ iclﬁen von x und y separat.

Aus diesem Grund wurde in vielen Progrgpmrr%grrsprachen (wie Python, C++, Java) und
mathematischen Bibliotheken eine Zwei-Argumente-Funktion des Arkustangens imple-
mentiert, die oft atan2 (y, x) genannt wird. Diese Funktion nimmt Zdhler und Nenner
des Bruchs als separate Argumente entgegen. Dadurch kennt sie die Vorzeichen von x und
y und kann den Winkel eindeutig dem richtigen Quadranten zuordnen. Der=¥ertebereich

von atan? ist ublicherweise (-, 7], womit der gesamte Kreis abgedeckt wird. Vi & é/”/’”%

Fiir unsere Beispiele wiirde gelten: atan2 (1, 1) liefert %. atan2 (1, -1) liefert %”
(zweiter Quadrant). atan2 (-1, -1) liefert —%” (dritter Quadrant). atan2 (-1, 1)
liefert —7 (vierter Quadrant).

Die Funktion atan? ist das Standardwerkzeug fir die Umrechnung von kartesischen
Koordinaten (x,y) in Polarkoordinaten (r,¢), da sie den Winkel ¢ robust und eindeutig

berechnet. /M 7;@%/ /@ﬂm @ %W&A /OSVZ % O/ﬁlﬂa 2§( f{ >
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