IMA 1: Analysis. Skript Woche 8

Version: 2025-11-07

@ ®©@ This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0 Germany License. To view a copy, visit
SN VBET M http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/ or write to Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, CA 94105, USA.

Skript generiert von Gemini 2.5 Pro, in Griin kommentiert und korrigiert von Jorn Lovi-
scach

8 Folgen, Reihen, Grenzwerte

In diesem Kapitel betreten wir die faszinierende Welt des Unendlichen. Bisher haben
wir uns in der Mathematik meist mit endlichen Prozessen beschiéftigt: dem Losen von
Gleichungen, dem Berechnen von Ableitungen an einem Punkt oder dem Integrieren iiber
ein festes Intervall. Doch viele Phédnomene in der Natur und Technik lassen sich nur
verstehen, wenn wir Prozesse betrachten, die unendlich oft wiederholt werden. Denken Sie
an das Einschwingverhalten eines elektrischen Schwingkreises, das sich einem stabilen
Zustand annihert, oder an die Approximation einer komplexen Funktion durch eine Sum-
me einfacherer Terme. Die mathematischen Werkzeuge, um solche unendlichen Prozesse
prazise zu beschreiben, sind Folgen, Reihen und der zentrale Begriff des Grenzwertes.

8.1 Der Begriff der Folge Einheiten _nicht_ kursiv!

Stellen Sie sich vor, Sie messen im Labor die Spannung an einem Kondensator, der sich
langsam entlddt. Sie notieren den Wert zu Beginn (¢ = 0s), nach einer Sekunde (¢ = 1s),
nach zwei Sekunden (¢ = 2s) und so weiter. Was Sie erhalten, ist eine geordnete Abfolge
von Zahlen, zum Beispiel (5V, 1J8V, O)7V, 0)25V, ...). Genau das ist die intuitive Idee einer
mathematischen Folge: eine unendlich lange, geordnete Liste von Zahlen.

Formal ist eine Folge nichts anderes als eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl n €
N (dem ,Zeitpunkt® oder Index) genau eine reelle Zahl a, (den ,Messwert“ oder das
Folgenglied) zuordnet. Wir schreiben eine Folge als (a,),en 0oder, wenn der Kontext klar
ist, einfach als (a,). Das n-te Glied der Folge, a,,, wird durch eine explizite oder rekursive

Vorschrift bestimmt. explizit ist z.B. (3n+1)/n?
rekursiv ist z.B. an+1 = 3a, — 4

Betrachten wir einige grundlegende Beispiele. Die einfachste Folge ist die konstante
Folge, etwa a,, = 3. Jedes Folgenglied ist hier identisch: (3,3,3,...). Ein anderes einfaches
Beispiel ist die Folge der ungeraden Zahlen, gegeben durch die Vorschrift a,, = 2n — 1 fiir
n = 1. Die Folge lautet dann (1,3,5,7,...).

Besonders interessant fiir unsere weiteren Betrachtungen sind Folgen, deren Glieder sich
einem bestimmten Wert anndhern. Ein Paradebeispiel hierfiir ist die Folge a, = % Die
Glieder lauten (1, %, %, %, ...). Es ist offensichtlich, dass diese Werte immer kleiner werden
und sich der Null anndhern. Eine andere wichtige Verhaltensweise zeigen alternierende
Folgen, bei denen das Vorzeichen wechselt, wie zum Beispiel bei b,, = (—1)". Diese Folge

springt unablassig zwischen den Werten -1 und 1 hin und her: (-1,1,-1,1,...).



Die Visualisierung von Folgen hilft ungemein, ihr Verhalten zu verstehen. Man kann die
Folgenglieder entweder auf dem Zahlenstrahl oder in einem Koordinatensystem eintragen,
wobei die x-Achse den Index n und die y-Achse den Wert a,, darstellt.
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Abbildung 1: Die ezstéen Glieder der Folge (1/n),cn ndhern sich der Nulllinie an.

8.2 Grenzwert einer Folge

Die entscheidende Frage bei der Untersuchung von Folgen lautet: Wohin ,strebt“ die Folge,
wenn der Index n immer grofler wird, also gegen unendlich geht? Das Verhalten der Folge
an = % aus Abbildung 1 legt nahe, dass sich die Glieder einem festen Wert, ndmlich der
Null, anndhern. Diesen Zielwert nennen wir den Grenzwert oder Limes der Folge.

Eine Folge (a,) heilit konvergent gegen einen Grenzwert a € R, wenn die Folgenglieder

fiir hinreichend grofle n dem Wert a beliebig nahe kor@%ﬁMhreiben dann:
und dann auch nicht mehr entfliehen

lima,=a
*4'?/ n—.oo

=

Das ,beliebig nahe kommen“ ist der Kern der Sache. Stellen Sie sich um den Grenzwert a
einen beliebig schmalen horizontalen Streifen vor. Konvergenz bedeutet, dass es einen
Index N gibt, ab dem alle nachfolgenden Glieder a, (fiir n > N) innerhalb dieses Streifens
liegen und ihn nie wieder verlassen. Egal wie schmal wir den Streifen wihlen, wir finden
immer einen solchen Index N. Die ersten endlich vielen Glieder der Folge spielen fiir die
Konvergenz keine Rolle; es kommt nur auf das Verhalten im Unendlichen an.
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Abbildung 2: Visuelle Darstellung der Konvergenz. Ab dem Index N verlassen die Folgenglieder
den e-Streifen um den Grenzwert a nicht mehr.

Eine Folge, die nicht konvergiert, heilit divergent. Hier gibt es zwei wichtige Unterfille.
Die Folge a, = n? =(1,4,9,...) wird ohne jede Schranke immer groBer. Wir sagen, sie
divergiert bestimmt gegen unendlich (co). Analog divergiert a, = —n bestimmt gegen
minus unendlich (—o0). Die alternierende Folge b, =(-1)" =(-1,1,—-1,...) ist ebenfalls
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divergent, aber nicht bestimmt. Sie springt zwischen zwei Werten hin und her und néhert
sich keinem einzigen Zielwert an.

8.3 Grenzwertsatze

Gliicklicherweise miissen wir nicht fiir jede Folge das Konvergenzverhalten mithsam
uber die Definition nachweisen. Wenn wir die Grenzwerte einfacher Folgen kennen,
konnen wir die Grenzwerte komplizierterer, daraus zusammengesetzter Folgen oft direkt
berechnen. Dafiir gibt es die Grenzwertsétze, die uns erlauben, den Limes-Operator mit
den Grundrechenarten zu vertauschen.

Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen mit lim,,_.a, =a und lim,, .o, b, =b. Dann
gelten die folgenden, sehr intuitiven Regeln: Der Grenzwert der Summe ist die Summe
der Grenzwerte:

lim(a,+b6,)=lima,+ limb,=a+b
n—oo n—o0 n—o0

Gleiches gilt fiir die Differenz. Ndhert sich die eine Folge dem Wert a und die andere dem
Wert b, so nidhert sich ihre Summe eben der Summe a + b. Der Grenzwert des Produkts
ist das Produkt der Grenzwerte:

Jim (@ -bn) = (lim ) (Jim bo) =a -5

Am wichtigsten und fehleranfilligsten ist die Regel fiir den Quotienten. Der Grenzwert
des Quotienten ist der Quotient der Grenzwerte, vorausgesetzt, der Grenzwert des
Nenners ist nicht Null:

a
=———=—, fallsb#0

o, T limewb, b S0

Die Bedingung b # 0 ist absolut entscheidend. Eine Division durch Null ist und bleibt
undefiniert, auch im Reich der Grenzwerte.

Ein typisches Anwendungsbeispiel ist die Berechnung des Grenzwertes von gebrochen-

rationalen Folgen. Betrachten wir die Folge ¢, = 3;;;_52. Sowohl Zihler als auch Nenner

divergieren bestimmt gegen co. Wir konnen die Sitze also nicht direkt anwenden. Der
Standardtrick besteht darin, im Zihler und Nenner die hochste Potenz von n auszuklam-

mern, hier n?:

n?(3+2) 3+2

— — n
n22-%) 2-%

Cn

Nun konnen wir die Grenzwertsitze anwenden. Wir wissen, dass limn_.oo% =0 und
lim,, .o % = 0. Damit erhalten wir:

, lim(3)+1lim(2) 3+0 3
lim ¢, = = — = ==
n—oo lim(2)-lim(:3) 2-0 2

8.4 Grenzwerte von Funktionen

Das Konzept des Grenzwertes liasst sich von diskreten Folgen (a,) auf kontinuierliche
Funktionen f(x) ubertragen. Statt zu fragen, was fiir n — oo passiert, fragen wir nun:



Welchem Wert ndhert sich die Funktion f(x), wenn sich die Variable x einem bestimmten
Punkt xy anndhert? Wir schreiben dies als:

lim f(x)=L

x—x0
Der entscheidende Unterschied ist, dass sich x dem Wert x( von allen Seiten ndhern kann —

von links (Werte Kkleiner als x() und von rechts (Werte grofer als x¢). Damit der Grenzwert
existiert, muss die Annédherung von beiden Seiten zum selben Zielwert L fithren.

Ein zentraler Punkt ist hierbei, dass der Funktionswert f(xg) selbst fiir den Grenzwert
an der Stelle xy vollig irrelevant ist. Die Funktion muss an der Stelle xy nicht einmal
definiert sein! Wir fragen nur, wohin die Reise geht, wenn wir uns xy nidhern.

Dieses Konzept ist Ihnen vielleicht schon bei der Diskussion von rationalen Funktionen
und ihren Definitionsliicken begegnet. Betrachten wir die Funktion

x2 -4

f(x)— 5

Der Nenner wird fir x = 2 zu Null, also ist die Funktion an dieser Stelle nicht definiert.
Wir haben eine Definitionsliicke. Was passiert aber in der unmittelbaren Nihe von x = 2?
Fiir alle x # 2 konnen wir den Bruch mit der dritten binomischen Formel kiirzen:
—2)(x+2
Fay= 20D o
x—2

Der Graph der Funktion f(x) ist also die Gerade y = x + 2, allerdings mit einem winzigen
Loch an der Stelle x = 2. Wenn wir uns nun mit x der Stelle 2 ndhern, sei es von links oder
von rechts, ndhern sich die Funktionswerte dem Wert 2 + 2 = 4. Das Loch im Graphen
befindet sich also am Punkt (2,4). Wir sagen, der Grenzwert existiert und ist 4:

Dies ist ein Beispiel fiir eine hebbare Definitionsliicke: Der Grenzwert existiert, obwohl
die Funktion dort nicht definiert ist. Wir kénnten die Liicke ,stopfen®, indem wir definieren

f(2):=4

8.5 Stetigkeit

Intuitiv, aber FALSCH! Zum Beispiel 1/x ist stetig, aber nicht in einem Zug zeichenbar.
Die intuitive Vorstellung von Stetigkeit ist, dass man den Gra her}( einer Funktion zeich- 4 okl
nen kann, ohne den Stift abzusetzen. Es gibt keine D§pl{']1l1|8 G SIETISTEReEIse teqsn sind o

Grenzwertbegriff erlaubt uns nun eine préazise mathematische Definition.

Eine Funktion f heifit stetig an einer Stelle xo, wenn der Grenzwert an dieser Stelle exis-
tiert und mit dem Funktionswert iibereinstimmt. Es miissen also drei Bedingungen erfiillt
sein: 1. f(xo) ist definiert (es gibt keinen Pol und kein Loch). 2. lim,_., f (x) existiert (es
gibt keinen Sprung). 3. lim,_.,, f (x) = f(x¢) (der Grenzwert ist genau der Funktionswert).

Die meisten uns bekannten Funktionen wie Polynome, Sinus, Cosinus, Exponentialfunk-
tionen und Logarithmusfunktionen sind auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig.

Die Eigenschaft der Stetigkeit ist von enormer praktischer Bedeutung, denn sie besagt,
dass stetige Funktionen mit der Grenzwertbildung vertauscht werden dirfen. Ist f eine
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== (x)— 4

Abbildung 3: Grenzwert an einer hebbaren Definitionsliicke. Obwohl f(2) nicht existiert, ndhert
sich f(x) dem Wert 4, wenn x sich 2 nahert.

stetige Funktion und (a,) eine Folge, die gegen a konvergiert (wobei a im Definitionsbe-
reich von f liegt), so gilt:

t = (i) =

Das bedeutet, um den Grenzwert der Funktionswerte f(a,) zu finden, konnen wir zuerst
den Grenzwert der Folge a,, berechnen und diesen dann in die Funktion f einsetzen. Dies
vereinfacht viele Berechnungen erheblich. Beispielsweise ist die Kosinus-Funktion stetig.
Was ist also der Grenzwert von cos(7)? Da lim, . 7 = 0, konnen wir den Limes in die
Funktion ,hineinziehen®:

lim cos (Z) = cos ( lim Z) =cos(0)=1

n—oo n n—oon
Ohne das Wissen iiber Stetigkeit wire es deutlich aufwindiger, das Verhalten der Folge
(cos(),cos(m/2),cos(n/3),...) direkt zu analysieren.

8.6 Der Begriff der Reihe

Nachdem wir unendliche Listen von Zahlen (Folgen) betrachtet haben, gehen wir nun
einen Schritt weiter und fragen: Was passiert, wenn wir die unendlich vielen Glieder einer
Folge aufsummieren? Eine solche unendliche Summe nennen wir eine Reihe.

Eine Reihe ist also formell geschrieben 77 ja, = ag+a1+az+.... Aber was bedeutet
dieses ,unendlich oft addieren“ genau? Wir kénnen nicht wirklich unendlich viele Zahlen



addieren. Stattdessen definieren wir die Reihe iiber einen Grenzwertprozess. Wir bilden
die Folge der Partialsummen (sy):

So=0ao
Si1=ap+tay

Sg=apg+aitag

Wenn diese Folge der Partialsummen (sy) fiir N — oo gegen einen endlichen Grenzwert
S konvergiert, dann sagen wir, die Reihe konvergiert und ihr Wert ist S. Andernfalls
divergiert die Reihe.

00 N
Za hm sN— lim Zan

—00 7

Wir haben bereits einige der wichtigsten Reihenz=¢ = ,
kennengelernt. Nun verstehen wir ihre tiefere Bedeutung D1e Exponentlalfunktlon kann
als Reihe dargestellt werden:

00 A1l 2 3
X X X
=) —=ldx+—+—+...

S
Il

Das bedeutet, dass die Partialsummen, also die Polynome sg=1,s1=1+x,s9=1+x+ x2—2
usw., fur jeden Wert von x immer bessere Naherungen fiir die Funktion e* liefern. Die
unendliche Summe ist nicht nur eine formale Schreibweise, sondern sie konvergiert
tatsachlich gegen den exakten Funktionswert. Ahnliches gilt fiir Sinus, Kosinus und den

Logarithmus:

00 x2n+1 x3 x5
in(x)= Y (-1)' ——— =x——+ — —
sin() ;0( S e 6 T 120

Zn 2 4
X X
= 1)" =1-—+—-...
cos(a) = Z( e 2 24
In(1 +x) Z( 1 A
n(l+x)=) (- —=x——+——...
n 2 3

n=1

Diese Reihendarstellungen sind in der Elektrotechnik und Physik von unschéitzbarem
Wert, da sie es ermoglichen, komplizierte transzendente Funktionen durch einfache
Polynome zu approximieren.

Doch nicht jede Reihe konvergiert so problemlos. Betrachten wir als neues, fundamentales
Beispiel die geometrische Reihe:

q"=1+q+q*+¢>+...
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Hier hiangen die Folgenglieder von einem festen Faktor ¢ ab. Um ihr Konvergenzverhalten
zu untersuchen, betrachten wir die Partialsumme sy = 1+¢q +---+¢”. Es gibt eine



_,N+1
geschlossene Formel dafiir: sy = 1 lq_q (fur q # 1). Diese Formel lasst sich mit einem

cleveren Trick herleiten. Wir schreiben die Summe auf und multiplizieren sie mit q:

sn=1+qg+q2+--+4"

g-sn=  q+q+-+q +g" !

Wenn wir nun die zweite Gleichung von der ersten subtrahieren, heben sich fast alle

Terme auf der rechten Seite gegenseitig weg — es bleibt nur der erste Term der ersten

Zeile und der letzte Term der zweiten Zeile iibrig:
sN—q-sy=1-¢"*

Klammern wir auf der linken Seite sy aus, erhalten wir sy(1—¢q) =1—-g¢"V*!. Division

durch (1 — q) liefert die gewiinschte Formel.

Was passiert nun, wenn N — oo? Das Schicksal der Reihe héingt einzig und allein vom
Verhalten des Terms ¢V *1 ab:

e Wenn |g| <1, also —1 < ¢ < 1, dann wird ¢™*! fiir N — oo zu Null. Der Zzhler geht
gegen 1, und die Reihe konvergiert gegen den Wert ﬁ.

e Wenn |g| = 1, dann geht ¢V*! nicht gegen Null. Fiir ¢ = 1 wird die Summe zu

1+1+1+... und divergiert. Fiir ¢ > 1 wichst ¢/V*! iiber alle Grenzen. Fiir ¢ < -1
springen die Werte der Partialsummen hin und her. In all diesen Fallen divergiert
die Reihe.

Das Ergebnis ist fundamental: Die geometrische Reihe konvergiert genau dann, wenn

gl < 1. Und dann gilt:

°° 1

Z qn =—  fir lgl <1 Siehe Abb. 4!

n=0 1-¢q
Dieses Beispiel zeigt uns eindriicklich, dass die Konvergenz einer Reihe stark von den
Werten abhingen kann, fiir die sie ausgewertet wird. Wahrend die Reihen fiir e, sin(x)
und cos(x) fiir alle reellen Zahlen x konvergieren, ist dies bei der geometrischen Reihe
oder der Reihe fiir In(1 + x) nicht der Fall. Man kann sich leicht iiberlegen, warum die
Logarithmus-Reihe nicht fir alle x konvergieren kann, indem man die Reihenglieder
selbst betrachtet. Eine ganz grundlegende Voraussetzung dafiir, dass eine unendliche
Summe iiberhaupt einen endlichen Wert annehmen kann, ist, dass die addierten Zahlen
irgendwann beliebig klein werden miissen. Die Folge der Reihenglieder muss also gegen
Null konvergieren. Betrachten wir die Glieder der Logarithmus-Reihe, a,(x) = (—1)”’+1%,
zum Beispiel fiir x = 2. Die Betriage der Glieder sind %, %, g,.... Diese Folge wachst ins
Unendliche und geht nicht gegen Null. Die Partialsummen kénnen sich also niemals auf
einen festen Wert ,einpendeln“. Dasselbe gilt fiir jedes x mit |x| > 1. Allein aus dieser
Uberlegung folgt, dass die Reihe nur fiir |x| < 1 eine Chance hat zu konvergieren.



Geometrische Reihe fiir ¢ = 1/2: ZZ":O(%)” =2

«Grenzwert S = 2

1 \

so=1 *y \

+% I ’:

; Do |
S1 = 1.5 S3 =~ 1.88

Abbildung 4: Die Partialsummen der geometrischen Reihe fiir ¢ = 1/2 fiillen schrittweise das
Intervall von 0 bis 2 auf und konvergieren gegen 2.
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