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11 Extrema, Krimmung, Wendepunkte

In der ingenieurwissenschaftlichen Praxis, speziell in der Elektro- und Energietechnik, ist
die Analyse von Funktionsverldufen weit mehr als eine abstrakte Fingeriibung. Wir suchen
oft nach optimalen Betriebspunkten oder kritischen Grenzen. Denken Sie an die Kennlinie
einer Diode oder an den Leistungsverlauf an einem Verbraucher in Abhingigkeit vom
Widerstand. Bei der Leistungsanpassung wollen wir jenen Widerstandswert finden, bei
dem die iibertragene Leistung ein Maximum erreicht. In der Regelungstechnik analysieren
wir das Einschwingverhalten von Systemen und interessieren uns fiir das maximale
Uberschwingen, um Schiden an Bauteilen zu verhindern. All diese Fragestellungen
fithren uns auf den mathematischen Begriff des Extremums. In diesem Kapitel werden wir
die Werkzeuge der Differentialrechnung nutzen, um solche Punkte prazise zu bestimmen
und das Verhalten der Funktionen — ihre Krimmung und ihre Wendepunkte — exakt zu
beschreiben. Dabei legen wir Wert auf die korrekte Verwendung der Begriffe: Wir suchen
ein Extremum oder mehrere Exirema.

P

11.1 Extrema

Wenn wir im Alltag von einem ,Maximum® sprechen, meinen wir oft den absolut hochsten
Punkt. In der Mathematik miissen wir hier differenzierter vorgehen. Wir unterscheiden
zwischen globalen und lokalen Extrema. Ein globales Maximum ist tatséchlich der hochste
Funktionswert, den die Funktion im gesamten Definitionsbereich annimmt. Das ist der
Wert, auf den wir beispielsweise die Spannungsfestigkeit eines Kondensators auslegen
miissen, damit er unter keinen Umstédnden durchschlédgt. Analog ist das globales Minimum

der absolut tiefste Wert. Gegebenenfalls gibt es keinen global gréRten bzw. kleinsten Wert!
Beispiel: f(x) = 1/x mit D = R* hat keinen grof3ten und keinen kleinsten Wert.
Viel haufiger haben wir es jedoch mit lokalen Extrema zu tun. Ein lokales Maximum

liegt an einer Stelle xy vor, wenn der Funktionswert f(xo) der gro3te Wert in einer
unmittelbaren Umgebung um x( ist. Man kann sich das wie den Gipfel eines einzelnen
Berges in einem Gebirge vorstellen. Auch wenn es im Nachbargebirge einen noch hoheren
Berg gibt, so ist dieser lokale Gipfel doch der hochste Punkt weit und breit. Wir miissen
dabei sauber zwischen den Begriffen trennen: Die Extremstelle ist der x-Wert (z.B. die
Zeit oder der Widerstand), der Extremwert ist der zugehorige Funktionswert f(x) (z.B. die
Leistung), und der Extrempunkt ist das Paar (x|f(x)) im Koordinatensystem.

Die folgende Abbildung verdeutlicht diese Begriffe. Beachten Sie hierbei besonders den
linken Randbereich: Das alese¥ete Minimum der gezeigten Funktion liegt direkt am
Startpunkt des Intervalls. globale
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Es ist wichtig zu verstehen, dass Gleichheit in einer Umgebung erlaubt ist. Ein flaches
Plateau wiare mathematisch gesehen eine Menge von Punkten, die alle gleichzeitig lokale
Maxima und Minima sind. Ein oft missverstandener Punkt betrifft die Existenz von
Extrema. Unsere Anschauung sagt uns, dass jede Kurve irgendwo einen hiochsten und
tiefsten Punkt hat. Das gilt aber nur fiir stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen
Intervall [a,b] (Satz von Weierstrall). Wenn der Definitionsbereich offen ist (z.B. 0 <x < 1)
oder ins Unendliche reicht, muss es keine globalen Extrema geben. Die Funktion f(x) = 1/x
auf dem Intervall (0@ hat beispielsweise kein Maximum, da sie gegen Unendlich strebt,
und kein Minimum, da sie der Null beliebig nahe kommt, sie aber nie erreicht.

Wie finden wir diese Punkte rechnerisch? Bei differenzierbaren Funktionen ist die Stei-
gung der Tangente der Schliissel. An einem Berggipfel oder in einer Talsohle ist die
Steigung momentan Null. Das liefert unsﬁnotwendig@lfriterium: Damit an der Stelle
xo ein lokales Extremum vorliegen kann, muss f'(x() = 0 gelten. Wir nennen solche Stellen
»stationare Punkte®. Doch Vorsicht: Nicht jeder Punkt mit waagerechter Tangente ist ein
Extremum. Denken Sie an die Funktion f(x) = x3 bei x = 0. Die Steigung ist dort Null,
aber es ist ein Sattelpunkt, kein Extremum. Die Bedingung f’(x¢) = 0 ist also notwendig,
aber nicht allein ausreichend.

Um sicherzugehen, bendtigen wir ein hinreichendes Kriterium. Dieses=s&
ZrEEB et Re Rt ZHaInTIel, d1e gletchzellly eritiit-Dorn-Taiase Llegt an der Stelle
xo eine waagerechte Tangente vor (f'(xo) = 0) und ist die Kriimmung dort ungleich
Null (f"(xg) # 0), dann haben wir sicher ein Extremum. Ist die zweite Ableitung negativ
(f"(x0) < 0), beschreibt die Kurve eine Rechtskurve (Bergkuppe), wir haben ein%ximum.

Ist sie positiv (f"(xo) > 0), haben wir eine Linkskurve (Tal), also ein Minimum. “lokales
lokales
Es gibt jedoch Fille, in denen auch die zweite Ableitung Afull ist (z.B. bei f(x) = x* im

Minimum). Hier versagt das f”-Kriterium nicht im Sinne von ,falsch, sondern es macht
keine Aussage. Ein robusteres und oft anschaulicheres Werkzeug ist das Vorzeichenwech-
selkriterium der ersten Ableitung. Wir schauen uns an, wie sich die Steigung f’(x) in
der Umgebung von x( verhilt. Wechselt f'(x) von Plus (Anstieg) nach Minus (Abstieg),
miissen wir iiber einen Gipfel gegangen sein — ein Maximum. Wechselt sie von Minus
nach Plus, durchquerten wir ein Tal — ein Minimum. Findet kein Vorzeichenwechsel statt
(Plus bleibt Plus oder Minus bleibt Minus), war es nur ein Sattelpunkt.
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Das Diagramm oben zeigt den direkten Zusammenhang: Wo f(x) den Bergipfel bei xo&
Z hat, durchstoBt £/ die x-Achse exakt an dieser Stelle von oben nach unten. Dies
illustriert, warum der Vorzeichenwechsel ein so méachtiges Kriterium ist.

11.2 Krimmung

Bisher haben wir nur betrachtet, ob es bergauf oder bergab geht. Fiir das Fahrverhalten ei-
nes Fahrzeugs oder die Belastung eines Materials ist aber oft die Kriimmung entscheidend.
Mathematisch wird diese durch die zweite Ableitung f” & beschrieben.

Um die Begriffe konvex (linksgekriimmt) und konkav (rechtsgekriimmt) mathematisch
sauber zu definieren, betrachten wir die Ebene, in der unser Funktionsgraph liegt. Wir
schauen uns die Menge aller Punkte an, die oberhalb des Graphen liegen. Disse=¥ermge

Dimran-den-leimrmsleen. [st diese Menge eine konvexe Menge (das heif3t, jede Verbin-
dungshme zweier beheblger Punkte dieser Menge liegt vollstdndig innerhalb der Menge),
so nennen wir die Funktion konvex. Dies ist der Fall, wenn f"(x) > 0 gilt (Linkskurve).
Ist hingegen die Menge unterhalb des Graphen- spooraph) eine konvexe Menge, so
nennen wir die Funktion konkav. Dies entsprlcht f "(x) < 0 (Rechtskurve).

Doch ,links“ oder ,rechts“ ist nur qualitativ. Ingenieu}g‘ggnbtigen Zahlenwerte. Wie
Hstark” ist die Kriimmung? Ein MaB dafiir ist der Kriimmungsradius R. Anschaulich ist
dies der Radius jenes Kreises (des Schmiegekreises), der sich an einer bestimmten Stelle
am besten an die Kurve schmiegt. Eine sehr enge Kurve hat einen kleinen Radius (hohe
Kriimmung), eine kaum gebogene Kurve einen riesigen Radius (geringe Kriimmung). Eine
Gerade hat den Radius Wnendlich.

Um den Kriimmungsradius R zu bestimmen, betrachten wir zwei benachbarte Punkte auf
der Kurve: x und x + A. Wir nutzen lineare Naherungen(Tegor=Erntwie iooiizizoeomg
Die Steigung der Tangente ist f'(x). Der Winkel ¢, den die Tangente zur Horlzontalen
einnimmt, berechnet sich iiber ¢(x) = arctan(f’(x)). Bewegen wir uns um das kleine Stiick




h weiter nach rechts, dndert sich die Steigung auf f'(x+h). Mithilfe der linearen Niherung
gilt:
flx+h)=flx)+h-f'(x)

Daraus ergibt sich der neue Winkel ¢(x + k) = arctan(f'(x + h)). Die Anderung des Winkels
A¢ ist also:
A = arctan(f'(x) + k- f"(x)) — arctan(f'(x))

Fiir kleine Anderungen nutzen wir die lineare Niaherung der Arkustangens-Funktion. Da

die Ableitung von arctan(u) gleich 1+1u2 ist, konnen wir den Zuwachs linearisieren:

.
A= T p

Gleichzeitig legen wir auf dem Bogen der Kurve eine Strecke As zuriick. Fiir kleine A
néhern wir den Bogen durch die Hypotenuse des Steigungsdreiecks an:

As = \JB2 + (FGe+ k)= F@)2 =[R2 + (b F1(0)2 = by 1+ (F1()?

Der Kriimmungsradius R ist definiert durch das Verhéltnis von Bogenlidnge zur Winkel-
anderung (wie beim Kreisumfang s =R - ¢):

As

R=|—
A¢

Setzen wir unsere Ndherungen ein:

b/ 1+(f'(x))?

h * f"(x) * 1+(f17(x))2

(L+(F'(@)?) - V1+(f'(x))?
f//(x)

~
~

Kiirzen wir A weg und fassen zusammen, erhalten wir die bekannte Formel:

(L (f )22
)

Die folgende Grafik zeigt den Schmiegekreis an einer Parabel f(x) = 0,5x2 an der Stelle
x = 1. Wir haben hier eine Steigung von 1 (45°) und eine zweite Ableitung von 1. Rechnen
wir nach: R = % =215 ~ 2 83. Der Mittelpunkt des Kreises liegt auf der Normalen.
Da wir im Diagramm ein orthonormales System verwenden (gleicher Maf3stab fiir x und
y), beriihrt der Kreis die Kurve exakt.
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und Kriimmung.

11.3 Wendepunkte

Kombinieren wir nun unser Wissen iiber Steigung und Kriitmmung, gelangen wir zu den
Wendepunkten. Ein Wendepunkt ist jene Stelle, an der sich das Kriimmungsverhalten
der Funktion dndert. Stellen Sie sich vor, Sie fahren auf einer Serpentinenstralle. Sie
befinden sich in einer langgezogenen Linkskurve. Um in die folgende Rechtskurve tiberzu-
gehen, miissen Sie das Lenkrad zuriickdrehen. Es gibt einen Moment, in dem die Rader
exakt geradeaus stehen. In diesem Moment ist die Kriimmung A§ull. Dann beginnt das
Einschlagen in die Gegenrichtung.

Da die zweite Ableitung f"%& die Kriimmung reprisentiert, folgt daraus sofort das
notwendige Kriterium fiur einen Wendepunkt: Die zweite Ableitung muss Aull sein, also
f"(xy) = 0. Aber auch hier gilt: Nicht jede Nullstelle von f” ist ein Wendepunkt. Damit
wirklich ein Wechsel von Links- nach Rechtskurve (oder umgekehrt) stattfindet, muss
f"(x) das Vorzeichen wechseln. Das ist %hinreichendesKriterium. Alternativ konnen wir
die dritte Ableitung priifen: Ist f"(x;,) = 0 und f"'(x,) # 0, so liegt sicher ein Wendepunkt
VOr.

Anschaulich hat der Wendepunkt noch eine weitere, extrem wichtige Bedeutung: Da f"(x)
die Ableitung (Steigung) von f'(x) ist, bedeutet f”(x) = 0, dass die Steigung f'(x) selbst ein
Extremum hat. Im Wendepunkt ist die Steigung der Funktion am groBten oder
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am Kkleinsten. Das ist der Punkt des steilsten Anstiegs oder des steilsten Gefilles in der
Umgebung.

In der folgenden Abbildung betrachten wir einen Wendepunkt bei x = 2.
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Im Diagramm sehen wir den Ubergang: Links vom Wendepunkt W ist die Kurve ,nach
oben offen“ (konvex), rechts davon ,,nach unten offen (konkav). Die blaue Wendetangente
durchschneidet den Graphen an dieser Stelle. DiesSstdaseinzige Mat=—dasseire L anserrte

Zusammenfassend: Die erste Ableitung liefert uns die Kandidaten fiir Extrema (Steigung
Mull). Die zweite Ableitung entscheidet iiber Max/Min (Kriimmung) und liefert Kandidaten
fiir Wendepunkte (Kriimmungull).
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