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13 Methoden der analytischen Integration
.

Im vorangegangenen Kapitel haben Sie die numerische Integration als méachtiges Werk-
zeug kennengelernt, um Flidchen ndherungsweise zu bestimmen. Doch in den Grundlagen
der Elektrotechnik — sei es bei der Berechnung von Feldern, Effektivwerten oder Schaltvor-
gingen — streben wir nach exakten, geschlossenen Losungen. Wir wollen Formeln erhalten,
die uns zeigen, wie ein System von seinen Parametern (R,L,C,w) abhingt.

Dabei miissen wir uns einer Realitét stellen: Die meisten Integrale in der freien Wildbahn
sind analytisch nicht 16sbar. Ein berithmtes Beispiel ist die Gaull-Funktion f(x) = e 2%,
Sie besitzt keine elementare Stammfunktion. Wir konzentrieren uns hier auf jene Inte-
grale, die l6sbar sind und das handwerkliche Riickgrat Thres Studiums bilden.

13.1 Die Integraltafel

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass Integration im
Wesentlichen die Umkehrung der Differentiation ist. Wir konnen also unsere bekannte
Ableitungstabelle riickwirts lesen. Gesucht ist zu f(x) eine Funktion F(x) mit F'(x) = f(x).

Funktion f(x) eéngg%q;ltefg)nktion F(x) | Kommentar

sin(x) —cos(x) Achtung:%:os’xf: —sinx.

cos(x) sin(x)

e* e Die e-Funktion dndert sich nicht.

" (n#-1) ﬁx’”l Potenzregel.

. Inlz) Wichtig; Betragstriche selaghl . ettenreger

Warnung: Die Polstelle

Ein fataler Fehler ist das Integrieren iiber eine Definitionsliicke. Beispiel: f_21 x% dx. Die
Funktion x% hat bei x = 0 eine Polstelle. Der Hauptsatz darf hier nicht angewendet
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werden. Das Integral existiert nicht (es divergiert). Wer hier stur die Regel anwendet
([—l/x]%l), erhalt ein negatives Ergebnis fiir eine rein positive Flache — ein offensichtlicher

Widerspruch. sogar positiv unendliche Flache!
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13.2 Partielle Integration

Die partielle Integration entsteht durch Umkehrung der Produktrege@: flg+fg'.
Wir integrieren beide Seiten der Produktregel von a bis b und stellen um:~

D
mittels Hauptsatz der
b W Differential- und
f fl(x) g(x)dx = [f(x) g(x)] _f f(x) gl(x)dx |ntegra|rechnung

Anschauliche Deutung: Wir betrachten ein Rechteck mit den Seiten f(x) und g(x).
L&auft x von a bis b, dndert sich die Rechtecksflache f - g. Diese Gesamtéinderung setzt sich
zusammen aus der Anderung in f-Richtung (rote Fliche) und der Anderung in g-Richtung
(griine Flache).

5@

g(b) -

g(a) 5

17777777777
277 70777777777777777
\17272777777777777777727277777722777)
2072027722727 727222727227227227 77




13.3 Integration durch Substitution

Dies ist das Gegenstiick zur Kettenregel.

Exakte Herleitung

Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt:
d

—F(g(x)) = f(g(x))- g'(x)

dx

Nun integrieren wir beide Seiten dieser Gleichung beziiglich x von a bis b:

b d b
f (aF(g(x))) dx = f F(g(x)-g'(x)dx

in gewisser Weise
Auf der linken Seite wenden wir den Hauptsatz an (Integral hebt Ableitungauf):

b
Fg(b) - Flg(a)) = f fgx)-g'(x)dx

Die linke Seite entspricht aber genau dem bestimmten Integral von f(u) in den Grenzen

g(a) bis g(b)¢ also:
/ g(b)

b
 fdu= f Flg(x) g (x)dx
gla a

Anschauliche Rechnung (Ingenieurs-Methode)

oft
Wenn wir ein Integral der Form [ f(g(x))- g'(x)dx sehen, substituieren W%?u/: g(x). Wie

gehen wir mit dem dx um? Wir fassen den Differentialquotienten wie einen Bruch auf:

A~

4

Nun setzen wir im Integral ein und kiirzen:

P j,,,vm) g‘.&w: 4

ci=: GrZE—5ie —dem er=wveg. Ubrig bleibt ein einfa-
ches Integral uiber u. Vergessen Sie nicht, auch die Grenzen von x-Werten in u-Werte
umzurechnen!

13.4 Integration mittels Partialbruchzerlegung

Ehieehas rationale Funktionen, wie sie bei Ubertra-
gungsfunktionen hiufig vorkommen. Beispiel: f(x) = Wir zerlegen den Nenner:
(x — 1)(x — 2) und setzen an:

Zum Abschluss betrachten wir géb#e
x=5
x2-3x+2"

x—5 a A N B
x-1x-2) x-1 x-2

Man findet A =4 und B = -3. So einfach klappt das bloR, wenn die Polstellen alle

nur die Ordnung 1 haben, es keine echt komplexen
3 Polstellen gibt und der Grad des Zahlerpolynoms
(strikt!) kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist.



Graphisch ist die komplexe Funktion (schwarz) die Summe zweier einfacher Hyperbeln
(rot und blau). Jeder Pol erzwingt eine vertikale Asymptote.
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