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Losungen von Claude Opus 5 ,,Hoch*, in Rot kommentiert von Jorn
Loviscach.

Lose diese Aufgaben. Gib méglichst elementare Losungswege
an, die ohne fertige Formeln auskommen. Gib mir eine
LaTeX-Datei.

Aufgabe 1: GauBBsche Elimination

Gegeben:
D x+y+z=2,

D) 2x+2y+2z=4,
(III) x—y+z=0.

Elimination. Wir schreiben die erweiterte Koeffizientenmatrix und eliminieren
x aus (II) und (III):

1 1 1 1 1 1] 2
2 2 9|4 |20, 0 0|0
1 -1 1]0) WD 1o _2 of-2

Die zweite Zeile ist vollstiandig verschwunden: Gleichung (IT) war nur das Doppelte
von (I) und enthalt daher keine neue Information. Wir vertauschen noch die letzten
beiden Zeilen und erhalten die Stufenform

1 1 1| 2
0 -2 0]-2
0 0 00


mailto:jl@j3L7h.de
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Riickwirtseinsetzen. Aus der zweiten Zeile folgt —2y = -2, also
y=1.
Die erste Zeile gibt dann x+1+2z=2,d. h.
x+z=1.

Fiir z gibt es keine Bedingung mehr; z ist ein freier Parameter. Setze z = ¢ mit
teR, dannist x =1-1¢.

OG5}

Das System besitzt also unendlich viele Losungen; sie bilden eine Gerade im R3.

Losungsmenge.

Probe. Mitx=1-¢t, y=1,z=t:x+y+z=1—-t+1+t=2 \/,2x+2y+2z:4\/>
x—y+z=1-t-1+t=0V.

Aufgabe 2: y'+2y =4, y(0)=0

Umschreiben und Trennen der Variablen. Die Gleichung lautet

Yy =4-2y=-2(y-2).

Wir substituieren v := y — 2. Dann ist ©’ = y' und &f 4 é
u'=-2u. bu ‘ wz
Fiir u # 0 diirfen wir trennen: e

!/
u_:_2 - fd—u:f(—2)dx = Inlu|=-2x+c.
u

u
Exponenzieren liefert |u| = ee 2% also mit C := +e € R
ux)=Ce 2, dh.  yx)=2+Ce 2,

(Der Fall u =0, also y =2, ist in C = 0 enthalten.)

Anfangsbedingung. y(0)=2+C =0 gibt C =-2, also

y(x)=2-2e"F =2(1-e"2).




Probe. y' =4e 2 und y'+2y=4e *+4-4e 2 =4v,y0)=2-2=0/.

Verhalten fiir x — co. Esist e 2*

— 0, also
lim y(x) = 2.
X—00

Die Losung nidhert sich dem Wert 2 (von unten). Das ist genau die ,Ruhelage” der
Gleichung: setzt man y' =0, so folgt 2y =4, also y = 2.

Aufgabe 3: y' = y?, y(2) =3

Trennung der Variablen. Wegen y(2) =3 # 0 ist ¥ in einer Umgebung von x = 2
von Null verschieden, wir diirfen also durch y? teilen:

! d 1
Yy Yy Yy

Auflésen nach y:

Anfangsbedingung. y(2)=3:

1
2+C

=3 = 2+C:—1 - C:—z.
3 3

Damit

1
y(x) = — = =

Probe. y=3(7-3x)"1, also ¥ =3-(=1)(7-38x)"2-(=3) = 9(7 - 3x)"2 und »? =
9(7-3x)"2 V. Ferner y(2) = % =3V.

Definitionsbereich. Der Nenner verschwindet fiir 7—3x = 0, also fiir x = % Die
Formel ist auf R\ {%} definiert; eine Losung des Anfangswertproblems muss aber
ein zusammenhéngendes Intervall sein, das x = 2 enthélt. Da 2 < I, ist das grofite
solche Intervall
7
(~o0, 7).

Fir x 7 % gilt y(x) — +oo: die Losung ,explodiert” in endlicher Zeit, obwohl die
rechte Seite y? iiberall harmlos aussieht.



Aufgabe 4: Fourier-Koeffizienten a( und b5

Die Funktion. f hat die Periode T' =4 mit

() = 0=<t<3,
0 3<t<A4.

2 2nm nw
Die Grundkreisfrequenz ist w = T-71"73 Wir benutzen die Konvention

f(t)-»— + i (an cos(nwt)+ b, sin(nwt)),

n=

[uy

mit

2 (T 2 T
a, = —f f(t)cos(nwt)dt, b, = —f f(@®)sin(nwt)dt.
T Jo T Jo

Berechnung von ay.

ff(t)dt— U tdt+f Odt) [ﬁ

Der konstante Summand der Reihe ist 70 = g; das ist genau der Mittelwert von f
<H
u

_19.9
o 22 4

iber eine Perlode (

erhialtag =% — dleselbe F

inweis: Wer die Konvention f ~ag+Y (...) verwendet,
tion, nur andere Namensgebung5

Berechnung von b5. Mitn=5ist nw = 5?” =:k und

1 3
bs = §f t sin(kt)dt (auf[3,4) ist der Integrand 0).
0

Das Integral berechnen wir mit partieller Integration (u = t, v’ = sin(kt), also
v= —% cos(k?)):

3

f 3ts'n(kt)dt [ L osthty| + f 3cos(kt)dt 3 cos(3k) 4 [s'n(kt)]3
1 =|—-= - =—= —[s1 .
0 k kJo k k2 0

0

Also
3cos(3k) N sin(3k)

k k2

3
f tsin(kt)dt = —
0

15 15 3
Nun ist 3k = Tﬂ Wegen Tn =6m+ ?n und der Periodizitédt (67 ist ein Vielfaches

von 27):
157 3 . (15m . (37
cos|— | =cos|—| =0, sin| — [ =sin[|— | =-1.
2 2 2 2
Der erste Term fillt damit weg, und mit k2 = (53”)2 = #:

3 -1 4
fotsm(kt)dt:ﬁ: 252"

Folglich
P ( 4 )— 2 ~0,00810.
"o\ 2512) 25n2




S
s2—-4

Aufgabe 5: Riicktransformation von

Wir vermeiden die Tabelle und zerlegen in Partialbriiche. Wegen s?—4 = (s—2)(s+2)

suchen wir A, B mit
S A B

= + .
(s—2)(s+2) s—2 s+2
Multiplikation mit dem Nenner:

s=A(s+2)+B(s—2).
Einsetzenvon s=2:2=4A=> A = % Einsetzen von s =-2: -2=-4B=>B = % Also

S 1 1 1 1
= — . + —- .
s2-4 2 s-2 2 s+2

Die einzige benotigte Grundtatsache. Fiir a € R und s > a gilt direkt durch
Ausrechnen des Integrals
e—(s—a)t

at o at —st oo —(s—a)t 1 /
ZL{e}(s) f ete M dt :f e di = = . 2
0 0 o/ /Ss—a N
Da die Laplace-Transfermation linear ist, folgt aus der Zerlegung

—(s—a)

Va

1,2t , 1, -2ty _ _ 1 _ (s+2)+(s-2) _ _2s _ _s PP IR
Probe. ZL{ze™ +5e "} = 5=+ 553 = -4 " 3D~ 24 v (giiltig fur
s>2).

1 1 _
f(t):§e2t+§e 2t>
1 (

Aufgabe 6: Volumen in Zylinderkoordinaten

Der Korper. Beschrieben ist
/4
1<r<2, Os¢>s§, O<sz<r.

In der Grundflache liegt also ein Viertel eines Kreisrings (Innenradius 1, Auflen-
radius 2, Offnungswinkel %), und iiber jedem Punkt dieser Flache ist der Korper
genau r hoch, wobei r der Abstand vom Ursprung ist.

Elementare Zerlegung in diinne Ringstiicke. Wir schneiden den Koérper in
Stiicke konstanten Radius. Fir einen Radius r und eine kleine Dicke Ar ist das
Viertel-Ringstiick ein ,,aufgebogenes” Brettchen mit

* Liange = Bogenldnge =r- g,
* Breite = Ar,



¢ Hohe =r.
Sein Volumen ist also ndherungsweise
/2 /4
AVx —r - Ar - r ==r?Ar.
~~~ Breite Hohe

Lange

Summation iiber alle Ringe und Grenziibergang Ar — 0 gibt das Integral

V= f dr——

KentreHle-mitdem Dreifachintegral. Dasselbe in der iiblichen Schreibweise
(das r im Volumenelement dV =rdzdrde¢ ist genau der Faktor ,Bogenlénge pro
Winkel“ von oben):

/2 pr2 pr /2 2 7 7
V:f ff rdzdrdgb:f d(,bf r-rdr:E-—:—n\/
o J1Jo 0 1 2 3

Plausibilitat. Die Grundfliache ist 7'[(22 12) = 3% ~ 2 36, die Héhe liegt zwischen
1 und 2. Ein Volumen von =~ 3,67, d. h eine mlttlere Hoéhe von = 1,56, ist stimmig.

312 7 [7n
| L2 |~ 3,665.
37| 6

r

3

_n8—1
1 2 3

b1
2

Aufgabe 7: Gerade senkrecht zur Ebene x —y+2z =4
durch (1|1|1)

Warum (1,—1,2) die Richtung ist. Seien P und @ zwei Punkte der Ebene, also

p1—p2+2p3=4, q1—q2+2q3=4.
Subtraktion liefert fiir den Verbindungsvektor d= Q—P:

1
dl—d2+2d3:0, d.h. (—1)'d:0.
2

(D) i LJ/ Der Vektor 7 = (1,-1,2)" steht also senkrecht auf jeder Richtung innerhalb der
Ebene — er ist ein Normalenvektor. Eine Gerade, die senkrecht auf der Ebene steht,

o>
g/& M muss genau diese Richtung haben.

Geradengleichung. Mit dem Aufpunkt (1,1,1):

1 1
=1 |+¢|-1], teR.
1 2
x—1 y-1 2z-1

In Koordinaten: x =1+¢, y=1—1t, z =1+ 2¢; parameterfrei = =




Zusatz: Schnittpunkt mit der Ebene. Einsetzen in x —y+2z =4:

1
A+)-1-D+2(1+20)=6t+2=4 — t=2,

also Schnittpunkt (% ) % ‘ g) Der Punkt (1]1]1) liegt nicht in der Ebene, denn 1-1+2 =
2#4.

Aufgabe 8: 3 x 3-Matrix mit Kern 1(1,1,0)"

Idee. Der Kern besteht aus allen ¥ mit AX = 0, also aus den Losungen des
homogenen Systems, dessen Gleichungen die Zeilen von A sind. Wir brauchen
zwei Bedingungen, die von (1,1,0)" erfiillt werden und zusammen nichts weiter
zulassen:

x—y=0 und z=0.

Beide sind fiir (1,1, 0) erfiillt. Als Matrix:

1 -1 0
A=|0 0 1
0 0 O

(die dritte Zeile ist eine Nullzeile, sie fiigt keine Bedingung hinzu — sie dient nur
dazu, das Format 3 x 3 zu erfillen).

Nachweis ,, 2% die Gerade liegt im Kern. / A (AV@% .
A 1-2+(-1)-A+0-0 0
AfA]l=] 0-2+0-1+1-0 |=|0] firalledeR.
0 0 0

Nachweis ,,c%“ ist nicht im Kern./ /Sei % = (x,y,2)" ein beliebiger Vektor
mit AX = 0. Ausmultiplizieren ergibt komponentenweise

1. Zeile: x —y =0, 2. Zeile: z=0, 3. Zeile: 0=0.

Aus der zweiten Gleichung folgt zwingend z = 0, aus der ersten x = y. Setzt man
A :=x, so ist notwendigerweise

-

Es gibt also keine Wahlfreiheit au3er der einen Zahl A: jeder Kernvektor liegt auf
der angegebenen Ursprungsgeraden. Zusammen mit dem ersten Teil ist der Kern
genau diese Gerade. O

N 52 %9 ;?/2 :4)
%MW WW// W”‘-)/



Bemerkung. Wesentlich ist, dass die beiden nichttrivialen Zeilen (1,—-1,0) und
(0,0,1) nicht Vielfache voneinander sind. Wiren sie proportional, bliebe nur eine
echte Bedingung iibrig und der Kern wire eine Ebene.

Aufgabe 9: 2 x 2-Matrix ohne reellen Eigenwert

Beispiel (Drehung um 90°).

Begriindung ohne Determinantenformel. Gesuchtsind A e Rund % = (x,y)" #
0 mit AX = AX, also
= L et
x Ay x=Ay.

Setze die zweite Gleichung in die erste ein:
—y=A-Ay=A%y =  (A%+1)y=0.
e Wire y =0, so gibe die zweite Gleichung x = 1-0 =0, also ¥ = 0 — als Eigen-
vektor verboten.
e Also ist y #0 und daher notwendig A2+1=0,d.h. A2=-1.

Fiir reelle A ist aber stets 12 = 0, also A2 # —1. Es gibt somit keinen reellen Eigen-
wert. O

Zentroire-uber das charakteristische Polynom.

-A -1

det(A—)LE):det( 1 -1

):)Lz+1,

und A2 + 1 =0 hat keine reelle Lésung (die komplexen Eigenwerte sind +i).

Anschauung. A dreht jeden Vektor der Ebene um 90°. Kein vom Nullvektor
verschiedener Vektor bleibt dabei auf seiner eigenen Ursprungsgeraden — genau
das miisste ein Eigenvektor aber tun.

Aufgabe 10: Spezielle Losung von y" —2y'+ y =¢*

Trick: Faktor ¢* abspalten. Da rechts e® steht und links 12— 21 +1=(1—-1)2
die doppelte Wurzel A =1 hat, setzen wir

N . y(x) = u(x)e*
g} V &/LL



mit noch unbekanntem u. Dann ist nach der Produktregel

y' =W +u)e”, y'=@W" +u)e" + (W +u)e* =W +2u’ +u)e”.

Einsetzen:

y'=2y"+y=[@"+2u" +uw)-2(u' +uw)+ule® = [u"+(2-2)u'+(1 -2+ Dule* =u"e".
N—— ——

0

0

Die Differentialgleichung y"”—2y'+y = e* wird also zu der ganz einfachen Gleichung

u//(x)ex — ex PN

u"(x)=1.

Zweimal integrieren (Integrationskonstanten diirfen wir fiir eine spezielle Losung

Null setzen):

2

() = _x
u(x)=ux, u(x) = g

Damit

2

X

yp(x) = %e .

Probe. Mit y, = %xzex:

1 2
Yp = 5(2x+x2)ex = (x+ %

Also
2

x x
yg—2y;+yp:(1+2x+3—2x—x2+3

)ex, y;,':(1+x)ex+(

2

)ex:1~ex v

2 2
x+%)ex:(1+2x+%)ex.

Bemerkung (allgemeine Losung). Dasselbe Rechnen mit " = 1 und beiden

Konstanten liefert u = %2 +Cix+Co, also y = (% +Cix+ Cg) e* — die spezielle
Losung plus die homogenen Losungen e* und xe*.

Aufgabe 11: Potenzreihenansatz fiir y' = x + y2, y(2) =

3

Ansatz. Da die Anfangsbedingung bei x = 2 gestellt ist, entwickeln wir um den
Punkt xg = 2. Mit der Abkiirzung ¢ := x — 2 setzen wir

y(x):co+cl(x—2)+02(x—2)2+---:co+clt+czt2+...

Dann ist

y'(x) = c1+2cot+3cst? +...

co aus der Anfangsbedingung. Fiir x =2, also t=0:

¥(2)=co =3.

o2,

Lindes



Einsetzen in die Differentialgleichung. Rechts steht x + y2 = (¢ +2) + y2, und
y2 :(co+clt+...)2 :c%+2coclt+...

(alle weiteren Beitrige sind von der Ordnung ¢ oder héher). Also

c1+2cot+...=(2+c3)+(1+2coc1)t +...
——— ~ —~ )
Y x+y2

Zwei Potenzreihen sind genau dann gleich, wenn alle Koeffizienten iibereinstim-
men. Also:

% c1=2+c2=2+9=11,

tl: 2c9=1+2coc;1=1+2-3-11=67 — co = —.

Ergebnis.

yx)~3+11(x—2)+ %(JC—Z)2 (=3+11(x — 2) +33,5(x — 2)%).

Kontrolle durch direktes Ableiten. Aus y' = x + y2 folgt durch Differenzieren
(Kettenregel) y” =1+2yy’. An der Stelle x = 2:

y2)=3, y(@2=2+3%2=11, y"(2)=1+2-3-11=67.
Die Taylorformel gibt

yll(z)

y(x) = y(2)+ ¥y (2)x - 2) + T(x —2)2=3+11(x-2)+ %(x —92)2 v

Aufgabe 12: Extrema von f(x,y) = x>+ y3 -3y

Kandidaten: notwendige Bedingung. An einer lokalen Extremstelle miissen
beide partiellen Ableitungen verschwinden (sonst konnte man in Richtung der
jeweiligen Achse den Wert vergrofern und verkleinern):

fx=2x;O > x:O’ fy:3y2—3£0 > y2:1 — y:il

Nur die beiden Punkte P; = (0,1) und Py = (0,—1) kommen also in Frage; die
Funktionswerte sind

Q-g/ A;:(:,l)lSZ, f0,-1)=-1+3=2.



Entscheidung ohne Hesse-Matrix — durch Faktorisieren. Wir untersuchen
direkt die Differenz zum Funktionswert.

Bei P1=(0,1):
fx,y)—£0,1) =x*+y* -3y +2.

Das Polynom y3 — 3y + 2 hat bei y = 1 eine Nullstelle; Polynomdivision (bzw. Aus-
probieren) liefert

Y =8y+2=(y-1D(2+y-2=(y—-Dy—-1y+2)=(y— 1Dy +2).

Also
f(x,y)—£(0,1)=x%+(y - 1)*(y + 2).

Fir alle (x,y) mit y > —2 — insbesondere in der ganzen Umgebung |y — 1| <1 —ist
y+2> 0, und damit ist die rechte Seite eine Summe zweier nichtnegativer Terme:

f(x,y) = £(0,1) = -2.

Gleichheit nur fiir x =0 und y = 1. Also liegt in (0, 1) ein strenges lokales Mini-
mum mit Wert —2 vor.

Bei Py =(0,-1):
Flx,y)—F0,-1)=x2+y3-3y—-2.

Hier ist y = —1 Nullstelle von y3 — 3y —2, und es gilt
Y2 -8y-2=(y+ D2 -y-2=(y+ 1)y +1(y-2)=(y +1)*(y - 2),

also
fla,y)—£(0,-1) = 2%+ (y + D*(y - 2).

Nun betrachten wir zwei Richtungen:

e Entlang y = —1 (also in x-Richtung): f(x,—1)— f(0,—1) = x% > 0 fiir x #0 — der
Wert wird grofer.

¢ Entlang x = 0 (also in y-Richtung), fiir y in der Ndhe von —1ist y—2 <0, also
£(0,y)—£(0,-1) = (y + 1)%(y —2) < 0 fiir y # —1 — der Wert wird kleiner.

In beliebig kleinen Umgebungen von (0, —1) treten also groere und kleinere Werte
auf. Damit ist (0, —1) kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt.

Ergebnis.

lokales Minimum: (0,1) mit f(0,1) = -2,
lokale Maxima: keine,
Sattelpunkt: (0,—1) mit f£(0,—1)=2.




Warum es gar kein lokales Maximum geben kann. Fir festes y ist x —
f(x,y) =x2 +(y® — 8y) eine nach oben gedffnete Parabel in x; sie wichst also in x-
Richtung von jedem Punkt aus in mindestens eine Richtung an. An einer moglichen
Maximumstelle miisste x = 0 gelten, doch dort gilt f(x,y) > (0, y) fiir alle x # 0. Ein
lokales Maximum ist damit nirgends moglich. (Konsequent ist auch f(x,y) — +oco
fiir |x| — oo und y — +00, sowie f(0,y) — —oo fiir y — —oo: die Funktion ist nach
oben und unten unbeschriankt und hat somit auch keine globalen Extrema.)

Vergleich mit dem tiblichen Kriterium (nur zur Kontrolle): fyx =2, f, =6y, fxy =0,
also detH = 12y. Fur y =1 ist detH = 12 > 0 und f,, > 0: lokales Minimum. Fiir
y=—11ist det H = —12 < 0: Sattelpunkt. Dasselbe Ergebnis wie oben.

Lose Aufgabe 2 als inhomogene lineare DGL. Lo&se Aufgabe
10 erst mit dem iUblichen Ansatz, der dann aber nicht
funktioniert. Multipliziere dann ein x an den Ansatz.
Lose Aufgabe 11 durch mehrfaches Ableiten der DGL und
Einsetzen der Anfangsbedingung. Lo&se Aufgabe 12 mittels
Hesse-Matrix.

Aufgabe 2: y'+2y =4, y(0)=0

Struktur einer inhomogenen linearen DGL. Die Gleichung
vy +2y=4

ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten
und der konstanten Storfunktion (Inhomogenitét) s(x) = 4. Fir solche Gleichungen
gilt der Aufbau

Yy = Yp + Yh
allg. Loésung der inhomogenen Gl.  eine spezielle Lésung der inhomogenen Gl.  allg. Lésung der homogenen Gl.

Warum? Sind y1,y2 zwei Losungen der inhomogenen Gleichung, so erfiillt die
Differenz d := y1 — y2

d'+2d:(y'1+2y1)—(y§+2y2):4—4:0,

ist also Losung der homogenen Gleichung. Umgekehrt ist mit y, und y, auch
¥p + ¥, eine Losung, denn (y, + y3) +2(yp + y) =4+ 0 = 4. Man erhélt so wirklich
alle Losungen.



Schritt 1: homogene Gleichung y' +2y=0. Ansatz y = e’® (bzw. Trennung der
Variablen) liefert

1M +2eM=0 = A1+2=0 = A1=-2,

also
yp(x) = Ce 2%, CeR.
Schritt 2: partikulire Losung (Ansatz vom Typ der rechten Seite). Die
Storfunktion ist konstant, also setzen wir ebenfalls eine Konstante an:
yp(@)=A = y,(x)=0.

Einsetzen in y' + 2y = 4:

0+2A=4 = A=2, also  yp(x)=2.

Der Ansatz darf hier verwendet werden, weil die konstante Funktion keine Losung
der homogenen Gleichung ist (A1 = 0 ist keine Nullstelle von A + 2); andernfalls

miisste man wie in Aufgabe 10 ein gzanmultiplizieren.
X ol ...

Schritt 3: allgemeine Losung und Anfangsbedingung.

y(x) = yp(x) + yp(x) = 2+ Ce 2",

Die Anfangsbedingung y(0) 20 gibt 2+ C =0, also C = -2:

y(x)=2—-2e%* =2 (1- e_Zx).

é‘obe. y =4e 2% alsoy’ +2y=4e 2 +4—-4e 2 =4 v, und y(0)=2-2=0 /B\

Alternative zu Schritt 2: Variation der Konstanten. Falls man den Ansatz
nicht raten mochte, macht man aus der Konstanten C der homogenen Losung eine
Funktion: y(x) = C(x)e~2*. Dann ist

y' = C'(x)e 2 —2C(x)e %,
und Einsetzen in y’ + 2y = 4 liefert

C'e™® —2Ce 2 12Ce > =4 = C'(x) = 4e™.
=0

Integration gibt C(x) = 2¢%* + K und damit
yx)= (2 +K)e > =2+ Ke >

— dasselbe Ergebnis wie oben.



Verhalten fiir x — co. Der homogene Anteil —2¢~2* klingt ab (,Einschwingvor-
gang"), iibrig bleibt die partikulédre Losung:

lim y(x) = 2.

X—00

Die Losung nihert sich also von unten dem Wert 2. Das ist genau die Ruhelage
der Gleichung: setzt man y' =0, so bleibt 2y =4, d. h. y =2.

Aufgabe 10: Spezielle Losung von y' —2y'+y =e*

Vorbereitung: die homogene Gleichung. Der Ansatz y =e’ in y" -2y +y =0
liefert
(A2-21+1)e=0 = AZ-20+1=(1-1=0,

also die doppelte Nullstelle A = 1. Die homogenen Losungen sind demnach

yr(x) = (C1+ Cax)e”.

Das merken wir uns — es erklart gleich, warum die ersten beiden Ansétze scheitern.

1. Versuch: der iibliche Ansatz y, = Ae*. Da rechts e steht, setzt man nor-
malerweise denselben Funktionstyp an:

yp =Ae”, yp =Ae”, yp =Ae".
Einsetzen in die linke Seite:
yg—2y;,+yp =(A-2A+A)e*=0-¢"=0.

Herauskommen soll aber e*. Die Forderung lautete also 0 = e¢*, und die ist fiir kein
A erfiillbar: der Ansatz versagt vollstiandig — er liefert nicht etwa einen falschen
Koeffizienten, sondern gar keine Gleichung fiir A.

Grund: e* ist selbst eine Losung der homogenen Gleichung, wird vom Ausdruck
y" —2y" + y also auf Null abgebildet.

2. Versuch: ein x anmultiplizieren, y, = Axe®. Das iibliche Gegenmittel in
dieser Situation: den Ansatz mit x multiplizieren. Mit der Produktregel

yp = Axe”, y;:A(1+x)ex, yg:A[1+(1+x)]ex:A(2+x)ex.
Einsetzen:
Vo =2y +yp =A[C+x)-2(1+x) +x]e* =A[2+x-2-2x+x]e* =A-0-e"=0.

Schon wieder Null! Auch dieser Ansatz fiihrt auf die unerfiillbare Forderung 0 = e*.
Der Grund ist derselbe: wegen der doppelten Nullstelle A = 1 ist auch xe® eine
homogene Losung.



3. Versuch: noch ein x dazu, y, = A x%e".
yp=Axe®,  y,=A(2x+x7)e",
yg =A[2 +2x)+(2x+x2)]ex :A(2+4x+x2)ex.
Einsetzen:

yZ—Zy; +yp,=A [(2+4x+x2)—2(2x+x2)+x2] e*=A [2+(4 —4)x+(1-2+1)x?|e” =24 €".
=0 =0

Jetzt bleibt etwas ubrig. Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite e*:

1
2A=1 = A=-.
2
Damit
2
_ 7 x
yp(x) 5 e’.
Probe. Mit yp=%x2ex ist
2 2
o x "n_ X
yp_(x+5)ex, yp—(1+2x+3)ex,
also
x? g X2
yZ—2y;+yp:(1+2x+E—2x—x +E)ex:ex\/

Merkregel (Resonanzfall). Ist die rechte Seite e/ und ist u eine k-fache Null-
stelle des charakteristischen Polynoms, so muss der Ansatz mit x* multipliziert
werden. Hier: p =1 ist doppelte Nullstelle (¢ = 2), daher der Ansatz Ax?e® — die
beiden gescheiterten Versuche oben rechnen genau das nach.

Bemerkung (allgemeine Losung).

x2 x2
y(x) = Eex +(C1+Cax)e® = (5 +C1+ ng) e”.

Aufgabe 11: y' = x + y?, y(2) =3

Idee. Gesucht ist die Taylor-Entwicklung der Losung um den Anfangspunkt
X9 =2:

1 n
¥ (2) 9 Y (2) 3

51 (x—2) +T(x—2) +...
Man bendotigt also nur die Zahlenwerte der Ableitungen an der Stelle x = 2. Diese
gewinnt man, indem man die Differentialgleichung wiederholt ableitet und jedes

Mal die bereits bekannten Werte einsetzt.

y(x) = y(2)+y'(2) (x — 2) +




Ordnung 0. Direkt aus der Anfangsbedingung:

¥(2)=3.

Ordnung 1: die Differentialgleichung selbst. Sie liefert y' an jeder Stelle,

insbesondere bei x = 2:

Y@ =x+yx)? = y@2)=2+y2?=2+32=2+9=11.

Ordnung 2: die Differentialgleichung einmal ableiten. Wir differenzieren
beide Seiten von ¥'(x) = x + y(x)? nach x; beim Term y(x)? ist die Kettenregel nétig:

y'(x) = 1+2y(x) ¥ (x).

Einsetzen der schon berechneten Werte an der Stelle x = 2:

y'(2)=1+2-9(2)-y'(2)=1+2-3-11=1+66 = 67.

y'(2) 67

Zusammensetzen. Mit =5 ergibt sich bis zur quadratischen Ordnung

2!

y(x):3+11(x—2)+62—7(x—2)2

also die Koeffizienten

Co—= 3, C1= 11,

(=3+11(x—2)+33,5(x—2)%),

67

02:?.

Bemerkung: das Verfahren bricht nie ab. Nochmaliges Ableiten (Produktre-

gel bei 2yy') gibt

y"(x) = d (1+2yy) =2(y')* +2y ",

dx
also

y"(2)=2-11%+2-3-67 = 242 + 402 = 644, c3 =

644 322
31 3"

So lassen sich beliebig viele Koeffizienten bestimmen, ohne die Losung je geschlos-

sen hinschreiben zu miissen.

Kontrolle iiber den Potenzreihenansatz. Setzt man y(x) = co+c1(x—2)+
cox—2)?+... mit t:=x—21in y' =x + y? = (t + 2) + y ein, so entsteht

Cl+202t+---=(2+C%)+(1+26001)t+...

67

Koeffizientenvergleich: ¢c1 =2+9 =11 und 2co =1+2-3-11 =67, also cg = %5 —

dieselben Werte. v

2



Aufgabe 12: Extrema von f(x,y) = x>+ y3 -3y
Schritt 1: kritische Punkte (notwendige Bedingung). An einer lokalen
Extremstelle muss der Gradient verschwinden:

fr=20%0, f,=3y2-3=0,

Die erste Gleichung gibt x = 0, die zweite y? = 1, also y = +1. Als Kandidaten
bleiben

P1=(0,1) mitf(0,1)=1-3=-2, P3=(0,—-1) mit f(0,-1)=-1+3=2.

Schritt 2: zweite Ableitungen und Hesse-Matrix.
frx =2, fxy:fyx:0> fyy:6y,
also

He) = (fxx fxy)

fyx fyy

Da Hp hier bereits Diagonalgestalt hat, sind die Eigenwerte direkt ablesbar: p11 = 2
und ug = 6y.

2 0
= H = 2 . bl V = 12 .
(O Gy)’ detHr(x,y) 6y—-0-0 y

Schritt 3: hinreichendes Kriterium anwenden. Im Punkt P1=(0,1):

20

H/(0,1) = (0 6

), detH/(0,1)=12>0,  fix(0,1)=2>0.
Determinante positiv und f,, > 0 (gleichbedeutend: beide Eigenwerte 2 und 6
positiv, H ist positiv definit). Also liegt in (0, 1) ein striktes lokales Minimum
vor, mit dem Wert f(0,1) = —2.

Im Punkt P3 =(0,-1):

2 0

H/(0,-1)= (0 I

) ,  detHf(0,-1)=-12<0.

Die Determinante ist negativ, die Eigenwerte 2 und —6 haben verschiedene Vorzei-
chen, Hy ist indefinit. Es liegt also kein Extremum vor, sondern ein Sattelpunkt.

Ergebnis.

lokales Minimum: (0,1), f(0,1)=-2,
lokale Maxima: keine,
Sattelpunkt: (0,-1), f(0,-1)=2.

Insbesondere besitzt f kein lokales Maximum: die einzigen beiden Kandidaten
sind vergeben, und auflerhalb der kritischen Punkte kann ohnehin kein Extremum
liegen.



Warum das Kriterium funktioniert. In einem kritischen Punkt P verschwin-
det der lineare Term der Taylor-Entwicklung, es bleibt

R 1- R
fP+h)-f(P)=2 h "Hf(P)h + Terme hoherer Ordnung.

Das Vorzeichenverhalten in der Nahe von P wird daher von der quadratischen
Form bestimmt: ist H ¢(P) positiv definit, so ist die Differenz fiir alle kleinen R#0
positiv (Minimum); ist sie negativ definit, negativ (Maximum); ist sie indefinit, so
gibt es Richtungen mit beiden Vorzeichen (Sattelpunkt). Konkret hier bei Py =
(0,~1) mit & = (h1,h2):

1 -
5hTH,c(o, ~1)h = h? - 3h2,

was fiir A = (1,0) positiv und fiir h= (0,1) negativ ist.

Kontrolle ohne Hesse-Matrix. Wegen y% -3y +2=(y—-1)%(y +2) gilt
Fl,y)—FO,1)=x2+(y-1%(y+2) =0 firalle y>-2,
also tatséchlich ein Minimum in (0,1). Und wegen y2 —3y —2 = (y + 1)%(y — 2) ist
flx,y) = £0,-1) = x® +(y + 1)*(y - 2),

was fiir y = —1, x # 0 positiv und fir x = 0, ¥ # —1 nahe —1 negativ ist — Sattelpunkt.
v



